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Relevantes aus Statistik 1 + Kap. 8

Empirische Varianz, Standardabweichung, Kovarianz, Korrelation

Empirische Varianz (nichtkorrigiert)

1——Zx—x1 Zx -x?

Standardabweichung (nichtkorrigiert)

s=vs?

Empirische Kovarianz

mn T
1

= - - 1 o
S (i — z)y; —y) = = ZT,-.!L' — Ty
i=1 i=1

Empirischer Korrelationskoeffizient
- 1 L] -
Sxvy = TiYi — TY
= poi=l

R (5 >R TS S

Alles Rundum um stochastische Unabhangigkeit

Definition 7.1.12: Stochastische Unabhingigkeit und Abhangigkeit

Gegeben seien zwei Zufallsvariablen X und Y (diskret oder stetig). Dann sind folgende
Aussagen dquivalent.

e e e e
(i) fxpy(zly) = ) fiir alle z,y € R mit fy(y) >

(iii) fyx(yle) = fy(y) fiir alle z,y € R mit fx(z) >0
(iv) fxv(z,y) = fx(z)fy(y) fir alle z,y € R.

Kriterium (iv) ist das sog. Multiplikationskriterium geméfl dem sich die gemein-
same Verteillung aus dem Produkt der Randvertellungen ergibt. Trifft eine der vier
Aussagen nicht zu, sind X und Y stochastisch abhingig.
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Definition 7.1.13: Stochastische Unabhingigkeit mehrerer Zufallsvariablen

Die Zufallsvariablen X1, ..., X,, (diskret oder stetig) sind (vollstindig) stochastisch

unabhingig, falls deren gemeinsame Verteilung dem Produkt der eindimensionalen

Randverteilungen entspricht, d.h. falls fiir alle z1, 22, ..., 2, € R gilt:
ﬁYl_Yz..._Yn(xla$2; ey Tp) = Ix, (931)f_-r2 (w2) .. TIx, (zn)-

Trifft dieses Multiplikationskriterium nicht zu, sind sie stochastisch abhingig.

Satz 7.1.5: Funktionen unabhingiger und identisch verteilter Zufallsvaria-
blen

Fiir gegebene Zufallsvariablen Xi, Xo,...,X,, und beliebige (messbare) Funktionen
91,92, .., 9n (R = R) gilt: Sind X1, Xa,..., X,

(1) stochastisch unabhéngig, so auch ¢1(X1), g2(X2), ..., gn(X5).

(11) identisch verteilt, so auch g1 (X1),g1(X2),...,91(Xy).

(ii1) stochastisch unabhingig und identisch verteilt (u.i.v.), so auch ¢1(X7), g1(X32),
-5 91(Xn).

Theoretische Varianz, Standardabweichung, Kovarianz, Korrelation

Definition 7.2.1: Erwartungswert

Sei X eine diskrete oder stetige Zufallsvariable mit Wahrscheinlichkeits- bzw. Dichte-
funktion fx. Dann ist der Erwartungswert von X definiert als

(i) px = E(X) =3 a;P(X = a;) =} a;fx(a;)

fiir diskretes X mit Realisationsmoglichkeiten aq, as,...,as,... und
(i) px = B(X) = [ afx(a)da

fiir stetiges X.

Definition 7.2.2: Theoretische Varianz und Standardabweichung

Sei X eine diskrete oder stetige Zufallsvariable mit Erwartungswert F(X) = px. Dann
ist die (theoretische) Varianz von X definiert als

ok =Var(X) = E[(X - px)*] = B(X?) - i (7.2.15)
und die (theoretische) Standardabweichung als

ox = \"IU_%L"
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Erwartungswerte von Summen
L':{t'u -+ {"].“:1 i ('—_}A'g SRl f.',,.“:,,\} = Cp T {'|E|:}1.|} =+ r'.gE{X-_:] S f.',,El:.":,,}

Varianzen von Summen bei Unabhangigkeit (und Unkorreliertheit)
Var(cp 4+ o1 Xy + -+ e X)) = t‘f‘.-"m‘{h’ﬂ 4+t r—,‘;:l"'m'l[ﬁ',,}l

Satz 7.2.4: Multiplikationsregel bei Unabhingigkeit (und Unkorreliertheit)

Fiir n (vollstdandig) unabhéngige Zufallsvariablen X1, ..., X, (diskret oder stetig) gilt
die Multiplikationsregel geméif

E(X, Xy -...-X,,)) =E(X,)-E(Xy)-...E(X,).
Speziell folgt daraus fiir zwel unabhéangige Zufallsvariablen X und Y':
E(X-Y)=EX)-E(Y). (7.2.14)
Die Multiplikationsregel gilt auch bei Unkorreliertheit (Abschnitt 7.2.2).

Satz 7.2.7: Regeln bei iterierter Erwartungswertbildung

Gegeben seien zwel Zufallsvariablen X und Y (diskret oder stetig). Dann gilt:

(i) E(Y) = E[E(Y[X)].
(i) Var(Y) = E[Var(Y|X)] 4+ Var[E(Y|X)].

Erwartungswerte und Varianzen von Summen und Mittelwerten

Fiir n Zufallsvariablen X, ..., X, mit E(X;) = p; und Var(X;) = o2 firi=1,..., n
gelten folgende Aussagen allgemem bzw. bei Vorliegen von 1dent19chen Erw. artungs—
werten bzw. Varianzen:

E(Sn) =) pi bzw. E(Sn)=np, (7.4.14)

E(Xn) = [n bzw. E(Xn) = MK, (7.4.15)

Var(S,) =) ) Cov(X;, X;), (7.4.16)
i=1 j=1

d.h. speziell fiir n = 2:
Var(X; + X2) = Var(X1) + Var(Xs2) + 2Cov(X;, Xo).

Sind X1,...,X,, paarweise unkorreliert, so gilt:

Var(5.) — Z o2 bzw. Var(S,) = no?, (7.4.17)
i=1
Var(X,) =a2/n baw. Var(X,) = o%/n. (7.4.18)

Insbesondere gelten die letzten Resultate in (7.4.14), (7.4.15), (7.4.17) und (7.4.18),
falls Xi,..., X, unabhéngig und identisch verteilt (u.i.v.) sind.
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Definition 7.2.5: Theoretische Kovarianz und Korrelation

Gegeben seien zwei Zufallsvariablen X und Y (diskret oder stetig) mit
E(X)=px, Var(X)=o0%, E(Y) = py, Var(Y) = o%..
Dann ist die (theoretische) Kovarianz zwischen X und Y definiert als
oxy = Coo(X,Y) = E[(X — ux)(Y — py)] = E(XY) — pxcpry  (7.228)
und der (theoretische) Korrelationskoeffizient als
Cov(X,Y) _ OXy
VVar(X)Var(Y) "~ oxoy

oxy = Corr(X,Y) =

Dabei gilt: oxy € [-1,1].

Wichtige Transformationseigenschaften theoretischer Kennwerte

Fir Erwartungswert, Varianz, Kovarianz und Korrelation von Zufallsvariablen gelten
folgende Transformationsregeln:

1) E(X +¢) = E(X) + c fiir jedes c € R.
2) E(cX) = cE(X) fiir jedes c € R.
3) Var(X + ¢) = Var(X) fur jedes c € R.

4) Var(cX) = c2Var(X) fiir jedes c € R.

(1)

(2)

(3)

(4)

(5) /Var(cX) = c\/Var(X) fiir jedes ¢ > 0.

(6) Cov(X +cx,Y +cy) =Couv(X,Y) firr alle ex,cy € R.

(7) Corr(X +cx,Y +cy) = Corr(X,Y) fiir alle cx,cy € R.

(8) Cov(cxX,cyY) = cxey Cov(X,Y) fiir alle cX,cY € R.

(9) Corr(cxX,cyY) = Corr(X,Y) fir alle exrer—r8= ¢, > 0,cy > 0

Insbesondere folgen daraus die zu den entsprechenden empirischen Kennwerten vollig
analogen Aquivarianz- und Invarianzeigenschaften in Bezug auf Verschiebungen und
Umskalierungen.
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Einige spezielle Verteilungen

Bernoulli-Verteilung

Eine Zufallsvariable X heifit Bernoulli-verteilt mit Parameter # € (0,1), kurz

X ~ B(1,), wenn gilt:
P X=0=1—7m und P(X=1)=m.
Die korrespondierende Verteilung heiit Bernoulli-Verteilung. Dabei gilt:

E(X)=m und Var(X)=x(1-—m).

Binomialverteilung

Eine Zufallsvariable S,, heiit binomialverteilt mit Parametern n € Nund & € (0,1),

kurz S,, ~ B(n,w), wenn gilt:
P(S, =s) = (”)nsu _ )" firs=0,1,2,...,n.
s

Die korrespondierende Verteilung heifit Binomialverteilung. Dabei gilt:

E(S,) =nm und Var(S,) =nn(1l — ).

Poisson-Verteilung

Eine Zufallsvariable X heifit poissonverteilt mit Parameter A > 0, kurz X ~ Po(A),
wenn gilt:

T

A
P(X za:):ge_)‘ fir z = 0,1,2,...

Die korrespondierende Verteilung heifit Poisson- Verteilung. Dabel gilt:
E(X)=X und Var(X) =\

Stetige Gleichverteilung

Fiir a < b heifit eine Zufallsvariable X auf [a,b] stetig gleichverteilt, kurz
X ~ G(a,b), wenn sie die Dichte
1
= —I |
fx(z) S [a,8](Z)
besitzt. Die korrespondierende Verteilung heifit stetige Gleichverteilung oder
Rechteckverteilung. Dabei gilt:

a+b (b—a)?

E(X)= 5 und Var(X) = 5
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Exponentialverteilung

Eine stetige Zufallsvariable X heifit exponentialverteilt mit Parameter A > 0, kurz

X ~ Exzp(\), wenn sie die Dichte

fx(x) = e Ijp o0) ()
besitzt. Die korrespondierende Verteilung heifit Exponentialverteilung. Dabei gilt:

EX)= % und Var(X) = %

Zusammenfassung fiir die Normalverteilung

Fine stetige Zufallsvariable X heifit normalverteilt mit Erwartungswert g und Va-
rianz 02 > 0, kurz X ~ N (u,0?), wenn sie die Dichte

(@) = s exp (5 E L)

?TUQ 2 a 2
besitzt. Speziell heifit die N (0, 1)-Verteilung auch Standardnormalverteilung. Mit
¢ bezeichnen wir die Dichte der Standardnormalverteilung. Fiir die Verteilungsfunk-
tion Fy einer N (u,o?)-verteilten Zufallsvariable X gilt:
Fy () = @(x _ “).
o

wobei @ die Verteilungsfunktion der N (0, 1)-Verteilung bezeichnet, deren Werte aus
Verteilungstafeln (vgl. A.1) abgelesen werden kénnen. Auflerdem gilt:

q{.‘t:lu’_i_o—‘zcts

wobei g, das theoretische a-Quantil einer N (u, 0?)-Verteilung und z, das theoretische
a-Quantil der N (0, 1)-Verteilung bezeichnet.

Asymptotische Satze

Satz 7.4.1: Schwaches GGZ fiir u.i.v. Zufallsvariablen

Seien Xi,...,X,, unabhingig und identisch verteilte Zufallsvariablen mit E(X;) = u
firi=1,...,n. Dann gilt fiir jedes ¢ > 0:

n—roo

P(|Xp—pl <c) =5 1 baw. P(| X, —p|>c) —=5 0.

Man sagt, das (stochastische) Mittel konvergiert stochastisch (nach Wahrschein-
lichkeit) gegen p. Dafiir schreibt man auch kurz

X, 25 p.
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Satz 7.4.2: Satz von Bernoulli

Seien Xq,...,X,, unabhéngig und identisch verteilt und se1 A C R ein beliebiges
(messbares) Ereignis. Definiere

Y I Res —i. 6

Dann sind Y7,..., Y, unabhingig B(1,7)-verteilt mit 7 = P(X; € A), und die (sto-
chastische) relative Haufigkeit des Ereignisses A konvergiert stochastisch gegen die
‘Wahrscheinlichkeit von A, d.h.

Y, L+ P(A).

Satz 7.4.3: Zentraler Grenzwertsatz nach Lindeberg-Lévy

Seien X1,..., X, unabhingig und identisch verteilte Zufallsvariablen mit E(X;) = p
und Var(X;) = 0% mit 0 < 0? < oo fiir i = 1,...,n. Dann ist

PA :Sn_nau :Xﬂ_lu’

" Vno? o2/n

asymptotisch N (0, 1)-verteilt, (7.4.30)

d.h.
P(Z, <) =Fy (z) === &(x) fiir jedes z € R, (7.4.31)

wobei F'z  die Verteilungsfunktion von Z, und & die Verteilungsfunktion der Stan-
dardnormalverteilung bezeichnet. Wir schreiben dafiir auch kurz

Zn 2 N(0,1). (7.4.32)

Summe und Mittelwert sind damit fiir grofies n approximativ normalverteilt. Kon-
kret gelten folgende Approximationen:

S, PR N(np, no?), (7.4.33)
X, PR N(u,0%/n),. (7.4.34)

Als Daumenregel verwenden wir n > 30 gilt als ,,grof§*.

Satz 7.4.4: Grenzwertsatz nach de Moivre

Seien X1, ..., X,, unabhingig B(1,w)-verteilt. Dann gilt:

S — X - a =
7, = —2n T _ n =T 2 N(0,1), (7.4.36)
vVar(l—m)  /m(l—m)/n
S, PR N (nar,nw(1 — ) fiir groBes n und (7.4.37)
X, PR N(r,w(1 — 7)/n) fiir grofes n. (7.4.38)
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Stochastische Konvergenz

Definition 8.2.2: Stochastische Konvergenz (gegen feste Werte)

Sei (Y,,) eine Folge von Zufallsvariablen. Sofern fiir einen festen Wert 8 und jedes ¢ > 0

n—+oo

P([Yp,—0|<c) 2= 1 baw. P(|Y,—0] >c) =2 0

gilt, sagen wir, dass Y,, stochastisch (nach Wahrscheinlichkeit) gegen # konver-
giert und schreiben dafiir auch kurz

Y, 25 0.

Satz 8.2.3: Stetigkeitssatz

Sei (Y,,) eine Folge von Zufallsvariablen, h : R — R eine stetige Funktion und 6 ein
fester Wert. Sofern h(#) definiert ist und gilt

L
folgt daraus fur U,, = h(Y,,):
Un 25 h(8) bzw. h(Y;) 2= h(8).

Satz 8.2.4: GGZ fiir k-te Momente

Seien Xq,..., X, u.iv. mit E(Xf‘} < co. Dann folgt daraus

1 n
- § X™ 2 BE(X™) fiir m < k, wobei k,m € N.
T

i=1

Multivariate Abhangigkeiten

Definition 8.3.1: Abhiingigkeit und Unabhingigkeit von Zufallsvektoren

Zwei Zufallsvektoren (diskret oder stetig)
X = (Xl.,Xg, e ,XP)T und Y = (Yl,Yg, e ,Yq)T

sind stochastisch unabhingig, falls sich deren gemeinsame Vertellung aus dem
Produkt der Randverteilungen ergibt, d.h. falls gilt

xy = fxfr-

Anderenfalls sind sie stochastisch abhingig.
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Satz 8.3.1: Funktionen von unabhingigen Zufallsvektoren

Fiir gegebene Zufallsvektoren (diskret oder stetig)
X — (X, Xg,00, %) mdY — (0.5, Y
und beliebige (messbare) Funktionen
g1 : RP 3 R" und g5 : R? = R®
gilt: Sind X und Y
(i) stochastisch unabhéngig, so sind auch g; (X) und g (Y) stochastisch unabhéingig.
(i1) identisch verteilt, so sind auch g;(X) und g;(Y) identisch verteilt.

(ii1) stochastisch unabhéingig und identisch verteilt, so sind auch g;(X) und g1(Y)
unabhéngig und identisch verteilt.

Sind X und Y gemeinsam normalverteilt, so sind
Unkorreliertheit und Unabhangigkeit Aquivalent.
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Statistisches Schatzen

Erwartungstreue

Definition 10.1.1: Erwartungstreue und Verzerrung

Ein Schiitzer @ heifit erwartungstreu fiir §, falls

E@)=0
fiir jeden zuldssigen Wert 6 gilt. Anderenfalls spricht man von einem verzerrten
Schatzer. Die Verzerrung (engl. Bias) ist dabei definiert als

Bias(f) = E(6) — 6.

Ein Schitzer heifit asymptotisch erwartungstreu, falls gilt:

lim E(f) = 6.

n—roo

Satz 10.1.1: Erwartungstreue Schitzung von Erwartungswert und theore-
tischer Varianz

Seien Xj,...,X,, identisch verteilte Stichprobenvariablen mit Erwartungswert p und
Varianz o?. Weiter seien das Stichprobenmittel bzw. die korrigierte Stichprobenvari-
anz

f=X bow. 67 =87 = L3 (X~ X)°
=1

Dann gilt:
(10.1.11)

E(i) = p,
5 o?, falls Xi,..., X, unabhingig sind. (10.1.12)

E(6%) =

Satz 10.1.2: Erwartungstreue Schitzung von Mittelwert und empirischer
Varianz bei realer Grundgesamtheit (Urnenmodell)

Gegeben sei eine Urne mit N > 1 Kugeln, die mit Zahlen z1,..., zy beschriftet sind.
Sei u = z das arithmetische Mittel aller Zahlen und 2 = 5% die empirische Vari-
anz. Es werden n > 1 Kugeln zufallig gezogen und die gezogenen Zahlen mit den
Stichprobenvariablen X1, ..., X,, modelliert. Dann gilt:

E(X) = p = 2, falls mit oder ohne Zuriicklegen gezogen wird, (10.1.13)
E(S?) = 0% = §%, falls mit Zuriicklegen gezogen wird. (10.1.14)

Bemerkung: Fiir das Ziehen ohne Zuriicklegen in (10.1.13) wird implizit N > n vor-
ausgesetzt.
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Erwartete quadratische Abweichung (MSE)

Definition 10.1.2: Erwartete quadratische Abweichung (MSE)

Gegeben sei ein Schétzer f fiir einen Parameter . Die erwartete quadratische
Abweichung, die auch als MSE (engl. Mean Squared Error) bezeichnet wird, ist
definiert als

MSE(6) = E([0 — 0]%) = Var(f) + (Bias(d))>.

Konsistenz

Definition 10.1.3: MSE-Konsistenz und schwache Konsistenz

Ein Schétzer én fiir einen Parameter ¢ heifit
(i) MSE-konsistent, falls gilt:
MSE(§,) === 0.

(i1) schwach konsistent, falls fiir jedes £ > 0 gilt:

n—roo

P(|0, — 6] <€) 22251 bzw. P(|0n — 6] > ) =250,

. . e AT
in Kurzschreibweise: 6,, — #.

MSE-Konsistenz impliziert schwache Konsistenz.
Die Umkehrung gilt nicht.

Satz 10.1.3: Konsistente Schitzung von Funktionen eines Parameters

Ist én ein schwach konsistenter Schitzer fiir einen Parameter # und g eine stetige Funk-

tion, dann ist g(#,) ein schwach konsistenter Schitzer fiir g(f), sofern g(#) definiert
ist.

Ein erwartungstreuer oder asymptotisch erwartungstreuer Schitzer ist genau dann
MSE-konsistent, falls dessen Varianz fiir wachsendes n gegen Null konvergiert.

Schwache Konsistenz lasst sich, sofern vorhanden,

1. iiber die stiarkere Form der MSE-Konsistenz,
2. anhand asymptotischer Resultate (GGZ + Stetigkeitssatz) oder
3. direkt anhand der Definition

nachweisen.
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Satz 10.1.4: Konsistente Schitzung von Erwartungswert und Varianz

Seien X1,..., X, w.i.v. mit Erwartungswert 4 und Varianz o2 und F(X}) < co. Dann
gilt:

(i) Das Stichprobenmittel X ist ein MSE-konsistenter und schwach konsistenter
Schétzer fiir p.

(ii) Die korrigierte (nichtkorrigierte) Stichprobenvarianz S? (S2) ist ein MSE-
konsistenter und schwach konsistenter Schitzer fiir o2.

Intervallschatzung

Satz 10.2.1: Konfidenzintervalle fiir Erwartungswerte

Seien X1, ..., X, unabhingig und identisch verteilt mit Erwartungswert p und Varianz
0 < 02 < co. Dann ist ein (1 — a)-Konfidenzintervall fiir y, falls

(i) X1,...,X, normalverteilt sind mit bekannter Varianz, gegeben durch
[X — Z1—a/2V o2/n, X + Zl—a/2V 02/7’1};
(i1) Xi,...,X, normalverteilt sind mit unbekannter Varianz, gegeben durch

X —ti i1 o/ X Lt 11 ap/F/n],
(iii) n groB ist und die Varianz bekannt ist, gegeben durch

[X — Z1—a/2V o?/n, X + Z1—a/2V UZ/R]:

(iv) n groB ist und die Varianz unbekannt ist, gegeben durch

PZ — Z1—a/2\/ ngnq X+ Z1—a/2/ gz/‘n} :

In den Féllen (iii) und (iv) handelt es sich um approximative Konfidenintervalle fiir n >
30. In (iv) kann sowohl die nichtkorrigierte als auch die korrigierte Stichprobenvarianz
verwendet werden.

Notwendiger Stichprobenumfang zur Erzielung bestimmter Intervalllangen

2
_ (221_”20)
p ===
Lg
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Satz 10.2.2: Konfidenzintervalle fiir Erwartungswertdifferenzen

Gegeben selen n = ng + n; unabhéangige Stichprobenvariablen
YDI} Y(}Q, o Yono und Yiq, Y1Q. et Ylnl :

die innerhalb der beiden Gruppen jeweils identisch verteilt sind mit
E(Yo:) = po, Var(Yo:) = 03 mit 0 < O’% < oo fiiri =1,...,mo,
E(Y1;) = p1, Var(Yy;) =02 mit 0 < 02 < oo fiir i = 1,...,7m;.

Dann ist ein (1 — a)-Konfidenzintervall fiir g1 — o, falls

(1) alle Variablen normalverteilt sind mit bekannten Varianzen, gegeben durch

2 2 2 2
— — a a — — T a
0 1 0 1
Vi = Yo — 210y 2 + 2LV = Yo+ 21apay| 2 + 2L
g g ng 1
2

(ii) alle Variablen normalverteilt sind mit unbekannter gleicher Varianz (o3 = o?,
homoskedastischer Fall), gegeben durch

= - Sg Sg = - S 52
[Yl =W b 3 ap o it o LT OIS R % + E}
. 1 . .
it 80—~ (npS2 LS
mit S} = ————(noS} +m5?)

(iii) ng und ny groB sind, Annahme (B) von Definition 8.2.1 und die Bedingung
™M nzeo, e (0,1)
n
erfiilllt und die Varianzen bekannt sind, gegeben durch

= = 0—2 UZ = = 0—2 0—2
[Y1—YO—Z1—Q/2\#—U+—1,Y1—Y0+Z1—a/2 —U-l-—l},
i 1 o ni

(iv) die Varianzen unbekannt und sonst alle Annahmen von (iii) erfiillt sind, gegeben

durch
SZ S SQ
[Y1 Yo—z1— a/z\/—+— Vi —Yo+ 2102 —+ }

In den Féllen (iii) und (iv) handelt es sich um approximative Konfidenzintervalle fiir
ng,n1 > 30. Hierzu beachte man, dass Annahme (B) erfiillt ist, sofern die Trager-
mengen der Verteilungen der beiden Gruppen beschrinkt sind. Aulerdem kénnen im
Fall (iv) sowohl nichtkorrigierte als auch korrigierte Stichprobenvarianzen verwendet
werden.
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Satz 10.2.3: Konfidenzintervalle fiir Anteilswerte

Seien X1, ..., X,, unabhingig B(1, 7)-verteilt mit 0 < 7 < 1 und n > 30. Dann ist ein
approximatives (1 — a)-Konfidenzintervall fiir m gegeben durch

1—7r l—i'r
?T—Zl a2 T+ 21_a/2

Dabei ist 7 = X die relative Hauﬁgkelt der Einsen in der Stlchprobe.

Notwendiger Stichprobenumfang zur Erzielung bestimmter Genauigkeiten
(,f)
ﬂ =
L‘I::?l;:ﬂ-x

Konfidenzintervalle fiir Anteilswertdifferenzen

-~ -~ ﬁ'ﬂ(l _ﬁ'ﬂ] ﬁ'l(l_ﬁ'l]
Ey-my2 + ’

my — M —
My ny

L ny

A . fo(1—1,) (1 —1)
My — My +Z]__ﬂ.ll.-2j +
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Statistisches Testen

Einige Grundlagen

Definition 11.2.2: Irrtumswahrscheinlichkeit 1. Art

Unter einer Irrtumswahrscheinlichkeit 1. Art (auch Fehlerwahrscheinlichkeit
1. Art) eines Tests versteht man eine Wahrscheinlichkeit, sich fiir Hy zu entscheiden,
falls ein bestimmter Wert aus Hy zutrifft.

Definition 11.2.3: Irrtumswahrscheinlichkeit 2. Art

Unter einer Irrtumswahrscheinlichkeit 2. Art (auch Fehlerwahrscheinlichkeit
2. Art) eines Tests versteht man eine Wahrscheinlichkeit, Hy beizubehalten, falls ein
bestimmter Wert aus H; zutrifft.

Definition 11.2.5: Giitefunktion und Giite

Gegeben sei ein parametrischer Test beziiglich eines Parameters #. Dann bezeichnet
man die Funktion g mit

g(#) = P(Verwerfung von Hp|#)

als Giitefunktion des Tests. Fiir jeden Wert # aus H; wird g(f) als Giite oder
Macht des Tests an der Stelle  bezeichnet.

Irrtumswahrscheinlichkeit 2. Art = 1 — Giite ‘

Satz 11.2.1: Giitefunktionen des Gauf3-Tests

Die Giitefunktion des Gaufl-Tests ist im Falle des Testproblems

(a) Ho:p > pg vs. Hy 1 p < pg gegeben durch

o) = B(-2-a — £5L2),

vo2/n

(b) Ho:p < po vs. Hy : pp > po gegeben durch

gu) = (210 + ELL),

Voi/n
= e
(c) Hp: ,u@,ug vs. Hj : ,@ 1o gegeben durch
g(p) = @(—Zl—a/z o i ) + t35(—21—&/2 Sl B )

Voi/n Vo2/n
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Definition 11.2.6: p-Wert

Der p-Wert ist das ex post ermittelte Testniveau, zu dem Hjy fiir die vorliegenden
Daten gerade noch verworfen werden konnte.

Berechnung von p-Werten

Sei t die Realisierung der Teststatistik eines Tests und die Zufallsvariable T' entspre-
chend der Testverteilung des Tests verteilt. Fiir die in diesem Lehrbuch besprochenen
Tests gelten die folgenden Berechnungsformeln: Ist der Test ein

a) unterer einseitiger Test, der fiir kleine Werte der Teststatistik ablehnt, dann
berechnet sich der p-Wert als P(T < t).

b) oberer einseitiger Test, der fiir groBe Werte der Teststatistik ablehnt, dann be-
rechnet sich der p-Wert als P(T > t).

c) zweiseitiger Test, der fiir betragsmaBig grole Werte der Teststatistik ablehnt,
und die Testverteilung symmetrisch um 0, dann berechnet sich der p-Wert als

P(|T| 2 [t])-

Tests uiber Erwartungswerte

Satz 11.3.1: Tests iiber Erwartungswerte

Seien X1, ..., X, unabhéingig und identisch verteilt mit Erwartungswert ;¢ und Varianz
0 < 02 < 0o. Gegeben seien folgende Testprobleme iiber y:

a) Ho:p> po vs. Hy : p < po,
b) Ho:p < po vs. Hy : > po,
¢) Ho:p=povs. Hy : p# po.
Dann basieren die Entscheidungsregeln eines Tests zum Niveau a;, falls
(i) Xi,...,X, normalverteilt sind mit bekannter Varianz, auf dem Resultat

Vo?/n

und lauten: Verwerfe H; in

VA ~ N(0,1) fiir p = po

a), falls z < —z1_q,
b), falls z > z;_,,
o) falls |2 > 2 o, dh.2z<—2 .poderz >z 5.
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(ii) Xi,...,X, normalverteilt sind mit unbekannter Varianz, auf dem Resultat

B— == T 1) e g —

und lauten: Verwerfe Hj in

aj,fllsf < L, 1
b), falls t > t,—1.1—a,
el lalls [t 5t 5 ppadie et 4 podenild, o 5
(iii) » groB und die Varianz bekannt ist, auf dem Resultat
Z ~N(0,1) fiir p = po
und sind identisch zu denen in (i),
(iv) n groB und die Varianz unbekannt ist, auf dem Resultat
T <~ N(0,1) fiir p = po

und sind identisch zu denen in (i), wobei mit z durch ¢ zu ersetzen ist.

Die Tests in (i) werden als Gauf3-Tests und die Tests in (ii) als t-Tests bezeichnet.
In den Fillen (iii) und (iv) handelt es sich um approximative Gauf3-Tests, die man
fiir n > 30 anwenden kann. Anstelle der korrigierten Stichprobenvarianz kann in Fall
(iv) auch die nichtkorrigierte verwendet werden.

Allgemeine Merkregel via Standardfehler
(Schitzwert — Hypothetischer Wert) / (geschitzter) Standardfehler.

Tests uiber Erwartungswertdifferenzen

Satz 11.3.2: Tests iiber Erwartungswertdifferenzen

Gegeben selen 1. = ng + n; unabhéngige Stichprobenvariablen
Yo1,Y02,...,Yon, und Yi1,Yi2,..., Y10,
die mmnerhalb der beiden Gruppen jeweils identisch verteilt sind mit
E(Yo;) = po, Var(Ye;) = 02 mit 0 < 02 < oo fiiri =1, ...,ng,
E(Y1;) = p1, Var(Yy;) =02 mit 0< 02 < oo fiiri =1,...,n,.
Gegeben seien folgende Testprobleme iiber p; — po:
a) Ho:py —po = 0 vs. Hy @ py — pg < do,
b) Ho: p1 — po < 6o vs. Hy @ p1 — po > do,

c) Ho:py — po = do vs. Hy : puy — po # do.
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Dann basieren die Entscheidungsregeln eines Tests zum Niveau a, falls

(1) alle Variablen normalverteilt sind mit bekannten Varianzen, auf dem Resultat
 Ti-Y-d
 Vo3/no+03/mi
und lauten: Verwerfe Hp in

% ~ N(0,1) fiir p3 — po = do

a), falls zp < —21_,,
by ialls =5y = e
c), falls [zp| > 2;_n/9, d-h. 2p < —2y_4 /5 Oder 2p > 2;_4 /5.
(ii) alle Variablen normalverteilt sind mit unbekannter, homoskedastischer Varianz
(08 = 0?), auf dem Resultat
j:'D _ }71 = }7{) —do
\/Sg/ng + 82/m

und lauten: Verwerfe Hy in

~t(ng+mny —2) fiir g3 — po = do

a), falls tp < —tngtni—2.1—ay
bl fallsin =l e oay
c), falls |tp| > e T 1
(iii) ng und ny groB sind, Annahme (B) von Definition 8.2.1 und die Bedingung
ni/n —24 7 € (0,1)
gelten und die Varianzen bekannt sind, auf dem Resultat
Zp ~N(0,1) fiir 1 — po = o
und sind identisch, wie die in (i).

(iv) die Varianzen unbekannt und sonst alle Annahmen von (iii) erfiillt sind, auf dem
Resultat

Y1 —Yo—do
\/gg/?lg + 52/n,

und lauten wie in (i), wobei zp durch ¢p zu ersetzen ist.

Tp = L N(0,1) fiir pq — po = o

Die Tests in (1) werden hier als Gaufl-Tests iiber Erwartungswertdifferenzen,
die Tests in (ii) als ¢-Tests iiber Erwartungswertdifferenzen bezeichnet. In den
Féllen (iii) und (iv) handelt es sich um approximative Gauf3-Tests iiber Erwar-
tungswertdifferenzen, die fiir ng, n; > 30 anwendbar sind. Hierzu beachte man,
dass Annahme (B) erfiillt ist, sofern die Tridgermengen der Verteilungen der beiden
Gruppen beschrinkt sind. AuBerdem kénnen in Fall (iv) sowohl nichtkorrigierte als
auch korrigierte Stichprobenvarianzen verwendet werden.

Formel fiir die ,,gepoolte” Varianzschitzung

1 " " 1
Szz— 52+ﬂ52 =
P nn+n1—2(nnu 11)

- - _ 2 _ z
g + 1y — 2 ((“n 1]50 + (ny 1]51)
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Nichtparametrische Chiquadrat-Tests

Satz 11.3.3: y2-Anpassungstest

Seien Xq,...,X,, uiv. wie X verteilt, wobel X diskret verteilt sel mit Tridgermenge
Tx ={1,...,k} und k > 2. Gegeben sei folgendes Testproblem:

Ho: P(X =i) =m; fiir jedes i € Tx vs.
H,: P(X =1i) # m; fiir mindestens ein i € Tx.
Dann basiert die Entscheidungsregel eines Tests zum Niveau a auf dem Resultat

k

N; —nm)? ,
Xh = ZQ ~ x*(k — 1) unter Ho,

= nw;
wobel N; die absolute Hiaufigkeit der Auspriagung i ist, und lautet:
Verwerfe Ho, falls x4 > _xg_lrl_m und sonst nicht.

Der Test ist anwendbar, falls nw; > 5 fiir ¢ = 1,...,k. Ferner kann X auch eine
kategorisierte (diskretisierte) Zufallsvariable sein.

Satz 11.3.4: y2-Unabhingigkeitstest

Seien (X1,Y7),...,(X,,Yyn) uiv. wie (X,Y), wobei (X,Y) diskret verteilt ist mit
Tragermenge Txy = {1,...,k} x {1,...,1}, wobei k,I > 2. Gegeben sei folgendes
Testproblem:

Hp: PIX —iY —7)— P(X —_\PlY —7) biralle (1,7) = T'xy 75
Hy: P(X =i,Y = j) # P(X = 4)P(Y = j) fiir mindestens ein (i, ) € Txy.

Dann basiert die Entscheidungsregel eines Tests zum Niveau « auf dem Resultat

k ) (‘N_i‘ _ N,—.N.j)z )
= Z Z : N,;,N,? ~ x2((k —1)(I —1)) unter Ho.
i=1 j=1 T

Dabei lehnt sich die Notation an diejenige fiir Kontingenztabellen an. Die Entschei-
dungsregel lautet dann:

Verwerfe Hy, falls y? > X%k—l)(t—l) |—o, und sonst nicht.
Der Test ist anwendbar, falls
Miellej - -
.n -
Ferner kénnen X und Y auch kategorisierte (diskretisierte) Zufallsvariablen sein.

fiir alle (4,7) € Txy .

Vereinfachungsformel in 2x2-Tabellen
_ n(Ny Npp — N12N21j2
NegNezNyo Nz

2

20/40




Satz 11.3.5: Approximativer Binomialtest

Seien X1,...,X,, unabhingig B(1,7)-verteilt mit 0 < 7 < 1. Gegeben seien folgende
Testprobleme:

a) Ho:m > mp vs. Hy : m < mo,
b) Hy: m < mg vs. Hy : m > my,

c) Ho: m=mgvs. Hy : @ £ mg,

Dann basieren die Entscheidungsregeln eines Tests zum Niveau «, falls n grof ist, auf
dem Resultat

??F—?Tg

G — ~ N(0,1) fiir m=mp

Vmo(l —mo)/n

und lauten: Verwerfe Hp 1n

a),fallaz =< 2z
b), falls z > z;_4,
e), lllalz]| =2, o dhizc 2, oader a2, o

Dabei ist m der Anteil von Einsen in der Stichprobe. Der Test wird als approxima-
tiver Binomialtest bezeichnet und ist fiir n > 30 anwendbar.

Satz 11.3.6: Approximativer Binomialtest iiber eine Anteilswertdifferenz

Gegeben selen n = ng + n1 unabhéingige Stichprobenvariablen
¥or. Ve, Uy, und Wy Yog, oo W
die innerhalb der beiden Gruppen jeweils identisch verteilt sind mit
Yo~ B(l,mp) mit 0 <@g <1 firéi=1,...,np,
Yi:~Bll.xi) mitD<my =1 fime—1.....7.
Gegeben seien folgende Testprobleme iiber m; — mq:
a) Ho:m —mg > dp vs. Hy : mp — mp < dp,
b) Hop:m — mo < & vs. Hy : m1 — w0 > do,
c) Hp:m —mp=0dp vs. Hy : m1 — mp # do.
Dann basieren die Entscheidungsregeln eines Tests zum Niveau «, falls ng und n; grofi
und die Bedingung
ni/n —24 7 € (0,1)

erfiillt sind, auf dem Resultat

f = M —fo—d 2 N(0,1) fiir m — m9 = 0
\/fm(l—ﬁo) 4 71 (1—71)
0 1
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und lauten: Verwerfe Hy in

a), falls fp < —21_q,
b), falls tp > 21—,
c), falls |tp| > 21_ay2, d.h. tp < —21_q/2 oder tp > Z1—a/2s
Dabei sind
i'?rg = }70 und ?ATl = }7]_

die Anteile von Einsen in den jeweiligen Gruppen. Der Test wird hier als approxi-
mativer Binomialtest iliber eine Anteilswertdifferenz bezeichnet und ist fiir
ng,n; = 30 anwendbar.

Satz 11.3.7: Test iiber eine Anteilswertdifferenz 65 = 0

Gegeben seien die Voraussetzungen und Testprobleme von Satz 11.3.6. Dann basieren
die Entscheidungsregeln fiir 4y = 0 auf dem Resultat

= T — T _ L 1 ) )
= Wlﬁ ?Toﬁ - ~ N(0,1) mit # = —(ngfo + n171).
\/'rr(l—?r) + 7 (1—1) n
o 1
Der approximative Binomialtest iiber ,Hy : m; — mg = 0° ist

Aquivalent zu einem entsprechenden y2-Homogenititstest.

Satz 11.3.8: Korrelationstest

Seien (X1,Y7),...,(X,,Y,) unabhéingig gemeinsam normalverteilt und pxy die theo-
retische Korrelation zwischen X; und Y;, d.h.

bxy: — Core( X, Y] v —, .00
Gegeben seien folgende Testprobleme tiber oxy:
a) Ho:exy >0vs. Hy : oxy <0,
b) Ho:oxy <0vs. Hy: oxy >0,
c) Ho:pxy =0vs. Hy: pxy #0.

Dann basieren die Entscheidungsregeln eines Tests zum Niveau a auf dem Resultat

Bl
0. = #wn —2~t(n—2) fir oxy =0

w1 R:.

und lauten: Verwerfe Hp 1n
a), falls tp < —tn—21—a,
b) i falls tg > tn—Z,l—af:
c), falls [tp| > ¢, 91 a2, dh. tp < —1,_91 o/ oder tp > 1, 91 _o/2,

Dabei bezeichnet Ry y die Stichprobenkorrelation. Der Test wird hier als t-Test auf
Unkorreliertheit oder kurz als Korrelationstest bezeichnet.
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Satz 11.3.9: Approximativer Gauf3-Test auf Unabhingigkeit

Seien (X;,Y7),...,(X,.Y,) unabhingig identisch verteilt wie (X,Y’), wobei die Mo-
mente aller Stichprobenvariablen endlich sind, d.h. Annahme (M) von Definition 8.2.1
erfiillt ist. Gegeben sei folgendes Testproblem:

Hp: X und Y sind unabhéingig vs. Hp: X und Y sind abhéngig.
Dann basiert die Entscheidungsregel eines Tests zum Niveau a auf dem Resultat
Tr ~ N(0,1) unter Hy
und lautet: Verwerfe Hy,
falls [tg| > 21_q/2, d-h. tp < —21_q/3 oder tgp > z1_q/2.

Der Test wird hier als approximativer Gauf3-Test auf Unabhéingigkeit bezeich-
net und ist fiir n > 30 anwendbar.

Jede Korrelation, die betragsméfig kleiner als
0.20 1st, 1st fiir n < 100 nicht signifikant.

23/40




Das lineare Regressionsmodell

Einfache lineare Regression

Definition 12.1.1: Einfaches lineares Regressionsmodell

Gegeben sei eine Stichprobe aus n beobachtbaren Zufallsvektoren (Xi,Y7), ...,
(X5, Y,) und n nicht beobachtbaren Zufallsvariablen Uy, ..., U,. Gilt dann

(AD) Y; =Bo+ B X +U; fiiri=1,...,n,

so bezeichnet man (AQ) als einfaches lineares Regressionsmodell. Die Parameter
o und 31 werden als theoretische Regressionskoeflizienten und die Zufallsvaria-
blen Uy, ..., U, als stochastische Fehler oder stochastische Residuen bezeichnet.
Die Funktion

y(z) = Po + bz
definiert die theoretische Regressionsgerade, wobei der Definitionsbereich von =
fallabhingig einzuschrinken ist.

KQ-Schatzer

5 = &= s Sxy
Bo =Y — X undﬁl—g—: mit 5§ > 0
X

Satz 12.1.1: Eigenschaften der empirischen KQ-Regression

Die KQ-Gerade geht durch den Schwerpunkt (z, 7).
Die Summe der gefitteten Werte ist gleich der Summe der y-Werte.

Die Summe der KQ-Residuen 1st gleich 0.

= 89 =

KQ-Residuen und z-Werte sind unkorreliert.

Gefittete Werte und KQ-Residuen sind unkorreliert.

o

6. Es gilt die Streuungszerlegungsformel der KQ-Regression.

Bestimmtheitsmall der KQ-Regression

Gegeben seien metrisch skalierte Beobachtungswerte (z1,v1), ..., (2n, yn) mit §2‘- >0
und 52 > 0. Im Zusammenhang der KQ-Regression gilt dann:
mn T mn
S wi—0)? = -0+ (v — 8:)? (12.1.14)
i=1 i=1 i=1
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oder dquivalent
sy =82 +5%. (12.1.15)

Dabei wird §2 als Gesamtstreuung, §§ als erkliarte Streuung und Ef als Resi-

dualstreuung bezeichnet. Die Terme in (12.1.14) heiflen Gesamtquadratsumme,
erklirte Quadratsumme und Residuenquadratsumme. Darauf basierend ist das
Bestimmtheitsmafl definiert als
RQ _ ZT:]_(Q? _Q)Q _ 1 . Z?:]_(ya - Q‘i)z (12 1 ]_6)
: T = 2 T e 2 e
S —9) >ic1(Wi —9)

bzw.
R2 — % _1- % (12.1:17)
Sy Sy,

Dabei gilt:
(i) R? €[0,1] und

wobel rxy die empirische Korrelation ist.

Standardfehler der Regression
1 i n
Z g2 = x 53
n—2a i=1 n—2a

Zusammenhang von SER und R?

SER =

SER? = —*52(1 — R?)
—

2
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Modellannahmen-Sets

Definition 12.1.2: Klassisches Modell mit nichtstochastischem Regressor

Wir sprechen von einem klassischen linearen Regressionsmodell mit nichtsto-
chastischem Regressor, falls folgende Annahmen gelten:

(AO*) Y; =fBo+ Prx; + U; fiiri = 1,...,n und
(A1*) die Fehler Uy,...,U, sind unabhingig N (0,02 )-verteilt.

Dabei sind x4, ..., z,, nichtstochastisch und §%( > 0.

Definition 12.1.3: Klassisches Modell mit stochastischem Regressor

Wir sprechen von einem klassischen linearen Regressionsmodell mit stochasti-
schem Regressor, falls folgende Annahmen gelten:

(A0) Yi=pFo+/1Xi+U;firi=1,...,n
(A1**) U;|X; = z; ~ N(0,0%) firi=1,...,n
(A2) (X1, Y7),...,(X,,Y,) sind uw.i.v. und

(A3) alle Zufallsvariablen geniigen Annahme (M) aus Definition 8.2.1 und besitzen
positive Varianzen.

Definition 12.1.4: Modell mit bedingt heteroskedastischem Fehler

Wir sprechen von einem linearen Regressionsmodell mit bedingt heteroskeda-
stischem Fehler, falls gilt:

(AD) Vi=Bo+ X+ U; firi=1,.

(A1) E(\U:|X; —=;) —0firi=1,...,n,
(A2) (Xq.Y1),-- (X ¥, sind wiv. nnd
(A3)

A3) alle Zufallsvariablen geniigen Annahme (M) aus Definition 8.2.1 und besitzen
positive Varianzen.
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Tabelle 12.1.1: Modellimmanente Figenschaften der verschiedenen Annahmeensembles

Eigenschaft KN | KS | BH | UHV
(l }f' == 30 = 31 ‘Y?' + Dr?'
(‘X Y1)ooos (Y Y,l) sind unahhiingin'

<

U
Ui,..., Ln sind identisch verteilt
Uhsras U, sind N(O0, cr{ )-verteilt

U, und X; sind undhhdnﬂlg

(2
(:
(¢
(5
(€
(7
(8
(

E(U; ) E(
(10) E(Y;[:

Xo—iy) =B
x;) = Bo + Pix;
11) Var( ) E[Var(U;| X;)]
12) Var(U;) = o2

NN N IS SN NN X SNN
NN SN NI SN NSNS SN
NN N NN X x SN[ SN sS s
X N N NN % % %[N % N

(

(

(unbedingte Homoskedastizitat)
(13) Var(U;|X; = z:) = o
(bedingte Homoskedastizitéit)
(

(

(

(

~
~
>
>

14) U;|X; —lef\(o o)
15) Y;|: ~ N(Bo + przi, 0F)
16) 30—;5} - 3’1,[.-:x 31—0\_} /JX

>x X NN
NN NN
NN X X
® X X X

17) ofy = oy — oky [0k
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Theoretische KQ-Regression

Theoretische KQ-Regression

Gegeben seien zwel Zufallsvariablen X und Y mit

02 <oo und 0<o% < oo.
Dann sind die theoretischen KQ-Koeffizienten einer theoretischen KQ-Re-
gression von Y auf X die Lésungen fiir das Problem

min Q(Bo, 1) mit Q(Bo, 1) = E[(Y — fo — A1X)’].
Dabei gilt

_5'1 = UXY/U_%{ und {5’0 = [y — él,u,x, wobel

j(z) = Bo + Pz
als theoretische KQ-Gerade bezeichnet wird. Der beste lineare MSE-Pradiktor
von Y auf Basis von X ist gegeben durch

Y =§(X) = ho + K X.
Dabei gilt:

E(Y-Y)=0 und (12.1.38)

Var(Y —Y) = 03 (1 - o%y)- (12.1.39)

Satz 12.1.2: Theoretische Regressionsgerade = KQ-Gerade

Die in den Modellen KS und BH (Definitionen 12.1.3 und 12.1.4) enthaltene theore-
tische Regressionsgerade ist die KQ-Gerade einer theoretischen Regression von Y auf
X. Dabei gilt:

2 2

Bo=py — Bipx, B1= JXY/U_%( und o7 =0y (1— 9_%(}')?
wobei
py —E(Y:), px = B(X:), o% =Var(X,), o =Var(¥)),
oxy =Cov(X;,Y;:), oxy =Corr(X;,Y;) und Var(U;) = UE;
far:=1,...,n sind.
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Inferenz im einfachen linearen Regressionsmodell

Satz 12.1.4: Konfidenzintervalle und Tests im Regressionsmodell

Gegeben sei ein einfaches lineares Regressionsmodell gemif Definition 12.1.1. Dann
gilt:

1. ein (1 — a)-Konfidenzintervall fiir 5; mit j = 0 oder 1 ist
(i) in den Modellen KN und KS fiir n > 3 gegeben durch
[33 29 o2 5_33.:.53' Bl 9 a0 - 533.],

(i1) im Modell BH fiir groBes n gegeben durch

[Bi — z1—a/2 65,85+ 21-a/2" C}gi],
wobei gilt:
9 1 —n 2.2
52 _ v =2 _ = 2im1 Xi0y
B1 n"%( Bo RSQY z
1 n v \2772 1 n 2772
52 _ EZ::l()fi_X) U; 52 _ HZ@=1H1'L:'
TRy b WA S, AR
mit S% >0,
I XK
~92 2 i
o = e wmd -1 aruk —
Kb ; mig X!

2. die Entscheidungsregeln eines Tests zum Niveau « fiir das Testproblem

a) Hp: B;=P.0vs Hi: B, < B.n
b Hg: B & B.povs. iy o 3 > B,
C) Hy : .Bj — .45},0 vs. H; : !33; 7& 15}_.0;

(1) basieren in den Modellen KN und KS auf
Bi = Bjo

3,

und lauten: Verwerfe H; in

T = ~t(n—2) fiir B; = B0 und j =0, 1.

a), falls £5, < —tn—21-a;
b)
c), falls |ng| Bl o o

falls 1?'3_?. == tn—z._l—cts

(ii) basieren im Modell BH auf
_Bj = ,Bj_,[} rﬁ)

78;

Ts, = N(0,1) fiir 8; = Bjound j =0,1.
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und lauten fiir grofies n: Verwerfe Hg in
a), falls f;gj < —Zl—a,
b), falls #5, > z1_q,
c), falls |fg}| > 21l

3. mit entsprechenden zusitzlichen Konvergenzannahmen sind die Konfidenzinter-

valle und Tests fiir Modell BH auch fiir Modell UHV giiltig.

Im Falle von Modell BH handelt es sich in (ii) um approximative Konfidenzintervalle
bzw. approximative Tests fiir n > 60.

Satz 12.1.5: KQ-Schatzer bei bindrem Regressor
Gegeben sei eine Stichprobe (X1,Y7),...,(X,,Y,) mit bindrem X; und 5’2,{ > 0. Dann
gilt:

'6,0 = }_/0 UIld 5’1 = }71 — }_/0.

Dabei bezeichnet Y, das (bedingte) Stichprobenmittel aller Y; mit X; = 0 und Y; das
(bedingte) Stichprobenmittel aller Y; mit X; = 1.

Satz 12.1.6: Varianzschitzer bei binirem Regressor

Gegeben sei eine Stichprobe (X1,Y7), ..., (X,,Y,) mit bindrem X; und 53{ > 0. Dann
gilt:

5 52 5
- s T = S TG N
(1) G2 - und G2 No -+ N wobei
1 - -
Sg = m(ﬁrosg -+ A'T]_S%) fir n Z 3,
= T
g2 S2 S2
o a 0 2 0 i
L — d I = = e f T =
(i) N N, und 675 A -+ N, ir n >

Dabei bezeichnet 5‘5 die (nichtkorrigierte) Stichprobenvarianz aller Y; mit X; = 0 und

512 die entsprechende Stichprobenvarianz fiir X; = 1. Die stochastischen Stichprobe-
numfinge Ny und N; geben die betreffende Anzahl von Nullen bzw. Einsen an.

Aquivalenz der Inferenz beziiglich 8; und p3 — po
Konfidenzintervalle und Teststatistiken sind

(1) in den Modellen KN und KS zu denen iiber Erwartungswertdifferenzen bei Nor-
malverteilung und homoskedastischer Varianz identisch,

(ii) in Modell BH zu denen iiber Erwartungswertdifferenzen ohne Verteilungsannah-
me und unbekannter heteroskedastischer Varianz identisch.
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Partielle lineare Regression

Empirische partielle Regression im 3-Variablenfall

Gegeben seien dreidimensionale Beobachtungswerte (21, 21, y1), .. ., (Zn, 2n, Yn) zu den
Merkmalen X, Z und Y. Auflerdem sei die (empirische) Kovarianzmatrix der Beob-
achtungen von X und Z invertierbar. Man fithre nun folgende einfache lineare Regres-
sionen und Berechnungen durch:

1. KQ-Regression von Y auf Z und Extraktion der KQ-Residuen.
2. KQ-Regression von X auf Z und Extraktion der KQ-Residuen.

3. KQ-Regression der Residuen aus Schritt 1 auf die Residuen aus Schritt 2.

Dann wird die im 3. Schritt durchgefiihrte Regression als partielle Regression von
Y auf X unter Z bezeichnet. Der korrespondierende Steigungskoeffizient wird als
partieller Regressionskoeffizient bezeichnet und mit

by ~Xez
notiert. Die Korrelation der Residuen aus Schritt 1 und Schritt 2 heifit partielle
Korrelation zwischen X und Y unter Z und wird mit

TXYeZ

notiert. Unter Verwendung der iiblichen Notation gilt dann:

~ ...2 — ~
SXYSz — SyZSxz

by Xxez = —— d 1221
Y~XeZ 280 rl,) un ( )
TXY —TYZTXZ -2

Tvviar — . sofern s3> 0. 120,
XYeZ _V(l—'?“f—z)(l—'?‘gfz) Y ( )
Empirische Verzerrung
g}1’2.' . EX!"
bY&X = by&x.z + bywz.x §_2, wobei bi”f\-."ﬁ’ = 5—2
X X
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Theoretische partielle Regression im 3-Variablenfall

Gegeben sei ein dreidimensionaler Zufallsvektor (X, Z,Y). Die (theoretische) Kovari-
anzmatrix von (X, Z)7 sei invertierbar. Man fithre nun folgende theoretische Regres-
sionen und Berechnungen durch:

1. Regression von Y auf 7 und Extraktion des Prognosefehlers Y — }_"

2. Regression von X auf Z und Extraktion des Prognosefehlers X — )_( :
3. Regression des Fehlers aus Schritt 1 auf den Fehler aus Schritt 2.

Dann wird die im 3. Schritt durchgefithrte Regression als theoretische partielle
Regression von Y auf X unter Z bezeichnet. Der korrespondierende Steigungsko-
effizient wird als theoretischer partieller Regressionskoeflizient bezeichnet und
mit

By ~nXez
notiert. Die Korrelation der beiden Fehler aus Schritt 1 und Schritt 2 heifit theore-
tische partielle Korrelation zwischen X und Y unter Z und wird mit

OXYeZ

notiert. Unter Verwendung der iiblichen Notation gilt dann:

2
OXyOy —O0OyZOXZ S
_.8}' ~XeZ = 5 g 5 U.lld (12.2.:)}
oxoz(1—0%z)
O0xy — Oy 70> .
O0XYeZ = LXYQ i Z“XQZ , sofern J{E— > 0. (12.2.6)
V(l - 9}'2)(1 - QXZ)
Theoretische Verzerrung
Oxz ) Txy
By.x = By~x.z + Byrez.x 7 wobel fy.y = 3
Ty Ty

32/40




Multiple lineare Regression

Definition 12.2.1: Empirische multiple Regression

Angenommen, es liegen (p + 1)-dimensionale metrische Beobachtungswerte (p > 1)

(9311,3‘123 .- -,ﬂf1p,y1}a (3321;3722,- .- 1x2p:y2). sy ($n13$n21 ce rxnp:yﬂ)
korrespondierend zu den Merkmalen X;,Xo,..., X, und Y vor. Dabei sei die zu den
X-Merkmalen korrespondierende (empirische) Kovarianzmatrix invertierbar. Dann
bezeichnen wir die Losungen zum Minimierungsproblem

bo,el}]'i],l-ll‘ibp Q(bo,b1,...,bp) mit
Q(bo, by, ..., by) := Z(?Jz’ — by — bimi1 — bazio — -+ - — bpxip)?
i=1

als KQ-Regressionskoeffizienten und notieren diese mit

50,51,---3513-
Die Berechnungsmethode heifit multiple lineare KQ-Regression von Y auf
Xi,...,X,. Im Falle p = 1 spricht man von einer einfachen linearen KQ-

Regression. Die Funktion
Y(T1, Te,y o0, Tp) = E?o AF 513‘1 +52=1?2 Sl 3p9:p

definiert im Falle p > 2 eine KQ-Regressionsebene, im Falle p = 1 eine KQ-
Gerade. Die Werte

i = §(m:) = bo + byziy + bazio +”-+5p£€fp arz—1... . .1
heifien gefittete Werte und sind als durch die Regressionsebene prognostizierte oder
linear approximierte Werte interpretierbar. Die Abweichungen

ﬁ"i:y‘i_gf tiir 3‘:1?"'!?‘1’
entsprechen den Prognose- bzw. Approximationsfehlern und werden als KQ-
Residuen bezeichnet.

BestimmtheitsmaB und Standardfehler

= oa

R? _ % 1 Sy
=n=1-3
57 §;

Zusammenhang zur empirischen partiellen Korrelation

Die KQ-Regressionskoeflizienten einer multiplen Regression stimmen mit den
Koeffizienten einer entsprechenden partiellen Regression iiberein.
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Definition 12.2.2: Theoretische multiple Regression

Gegeben seien (p + 1) Zufallsvariablen Xq, Xo,..., X, und Y mit p > 1, welche An-
nahme (M) aus Definition 8.2.1 geniigen. Auflerdem sei die (theoretische) Kovari-
anzmatrix von (X1,...,X,)T invertierbar. Dann bezeichnen wir die Losungen zum
Minimierungsproblem

min Q5o i, ....H,) mit

0,51 ,..-,0
Q(BosBrs -1 Bp) = E[(Y; — o — B1X1 — BoXo — -+ — BpXp)?]
als theoretische KQ-Regressionskoeffizienten und notieren diese mit
BD!.B].; s -3|Jép.

Die Funktion

J(1, 22, .. ap) = Bo + Prag + -+ Bpay

definiert im Falle p > 2 eine theoretische KQ-Regressionsebene, im Falle p = 1
eine theoretische KQ-Gerade. Die stochastische Statistik

F ot BXet ot BX,
heifit bester linearer MSE Préadiktor von Y auf Basis von Xy,..., X,.

Die KQ-Regressionskoeffizienten einer theoretischen multiplen
Regression stimmen mit den Koeflizienten einer entsprechenden
theoretischen partiellen Regression iiberein.

Definition 12.2.3: Multiples lineares Regressionsmodell

Gegeben sel eine Stichprobe aus n beobachtbaren Zufallsvektoren
(XII;XIL LT }lea Y])., bl | (an-:XﬂQ: tet X?Zpu Yn)
mit p > 1 und n nicht beobachtbaren Zufallsvariablen Uy, ..., U,,. Gilt dann

(AOM) Y; = By + B Xy + -+ BpXip + U; fiir i = 1,...,m,

so bezeichnet man (AOM) als multiples lineares Regressionsmodell. Die Parame-
ter fBo, 31, ..., Bp werden als theoretische Regressionskoeffizienten und die Varia-
blen Uy, ..., U, als stochastische Fehler oder stochastische Residuen bezeichnet.
Die Funktion

YE)— e iz - Barp

definiert die theoretische Regressionsebene, wobei der Definitionsbereich von
x1,...,xp fallabhingig einzuschrinken ist.
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Definition 12.2.4: Modell BH als multiples Regressionsmodell

Wir sprechen von einem multiplen linearen Regressionsmodell mit bedingt
heteroskedastischem Fehler, falls gilt:

(AOM) Y; = Bo + Bi1Xi1 + -+ BpXip+ U; fiir i =1,...,m,
(AIM) E(U;| X1 = %i,..., Xip =2;p) =0 fiir i = 1,...,m,

(AOM) (Xiq, Kigso oy Xags Ya )y g ( Rty Xy ooy Koy Yo) st AV,
(A3M)

alle Zufallsvariablen geniigen Annahme (M) aus Definition 8.2.1 und besitzen
positive Varianzen und

(A4M) die Kovarianzmatrix von (X1, X;o,...,X;,)7 ist invertierbar.

Satz 12.2.1: Theoretische Regressionsebene = KQ-Regressionsebene

Die in den multiplen Modellen KS und BH enthaltene theoretische Regressionsebene

ist die KQ-Regressionsebene einer theoretischen Regression von Y auf X,,... X.
Dabei gilt:
Bo = py — Bipix, — -+ — Bphix, (12.2.29)
Bj = By~x;ex_; firj=1,...,p und (12.2.30)
ot = ot (1 —NR?). (12.2.31)
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Satz 12.2.2: Inferenz im multiplen Regressionsmodell

Gegeben sei ein multiples lineares Regressionsmodell gemifl Definition 12.2.3. Dann
gilt fir 7=0,1,...,pund n > p+ 2:

L. ein (1 — a)-Konfidenzintervall fiir 3; ist
(i) in den Modellen KN und KS gegeben durch

[.33' = tn—p—l,l—a/gf}_gj : 5} 5= fn—p—1,1—a/235j]?
(i1) in Modell BH fiir groles n gegeben durch
[B; — Z1-a/204. B; + Zl—a/gf}lgj],

2

wobel 5%_ bzw. 67 nur-homoskedasizitéts-konsistente Varianzschitzer

Lo ] L]
bzw. heteroskedastizitits-robuste Varianzschitzer bezeichnen,
2. die Entscheidungsregeln der tiblichen Tests basieren

(1) in den Modellen KN und KS auf
= 33 = ﬁj,{]

Tg; = ——=— ~t(n—p—1) fiir B; = Bjo,
95,
(i1) in Modell BH fiir grofies n auf
Ty, = @ ~N(0,1) fiir B; = Bjo,

B

3. mit entsprechenden zusitzlichen Konvergenzannahmen sind die Konfidenzinter-

valle und Tests fiir Modell BH auch fiir Modell UHV giiltig.
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Leitfrage fiir das OVB-Problem

Gibt es neben den Regressoren X1, ..., X, noch eine weitere mafigebliche Einflussgrofie
auf Y, die mit mindestens einem Regressor korreliert ist?

Satz 12.2.3: OVB im 3-Variablen-Fall

Angenommen, Modell KS oder BH mit der Grundgleichung
Y=05+Bx - X+Bz-Z+V

sel 1n einer bestimmten Situation adidquat. Schiatzt man
Y=0(+8x-X+U

mit den gewShnlichen KQ-Schitzern, so betrigt der OVB fiir Sx

OV By = 35 g‘gz , wobei [zoxz= Cov(X,U). (12.2.39)
%

Direkter und indirekter Effekt (OVB) im 3-Variablen-Fall
By~x = Bx + BzBz-x

Gesamteffekt = Direkter Effekt + Indirekter Effelkt

Indirekter Effekt = OVBy, d. h.

OVBy = Bzfz.x, wobei fz.x = gif
Ox
Y
Bx= BY{UV Bz=PBy~zx
% Bz-x >

-
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Verteilungstabellen

Standardnormalverteilung

Tabelle A.1: Wertetabelle der Standardnormalverteilung

Tabelliert sind die Werte der Verteilungsfunktion der Normalverteilung, &(z).
Ablesebeispiel: ©(1.23) = @(1.2 + 0.03) ~ 0.8907.

Z 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

0.0 0.5000 0.5040  0.5080  0.5120 0.5160 0.5199  0.5239 05279 0.5319 0.5359
0.1 0.5398  0.5438  0.5478  0.5517  0.5557 | 0.5596  0.5636 0.5675 0.5714  0.5753
0.2 0.5793  0.5832 0.5871 0.5910  0.5948 0.5987  0.6026 0.6064 0.6103 0.6141
0.3 0.6179  0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368  0.6406 0.6443  0.6480 0.6517
0.4 | 0.6554 0.6591 0.6628  0.6664  0.6T00 0.6736  0.6772 0.6808 0.6844 0.6879

0.5 0.6915  0.6850  0.6985 0.7019 0.7054 0.7088  0.7123 07157 0.7190 0.7224
0.8 0.7257T 0.7201 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 0.7454 0.7486 0.7517 0.7549
0.7 | 0.7580  0.7611 0.7642 0.7673  0.7704 0.7734 0.7764 07794 0.7823  0.7852
0.8 0.7881 0.7910  0.7939  0.7967  0.7995 0.8023  0.8051 0.8078 08106 0.8133
0.9 0.8159  0.8186 0.8212 0.8238 0.8264 0.8289  0.8315 0.8340 0.8365 0.8380

1.0 0.8413  0.8438  0.8461 0.5485  0.8508 0.8531 0.85564 08577 0.8599 0.8621
1.1 0.8643  0.866> 0.8686 0.8T08  0.8729 0.8749 08770 0.8790 0.8810  0.8830
1.2 0.8849  0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944  0.8962 0.8980 0.8997  0.9015
1.3 0.9032  0.9049 0.9066 0.9082  0.9099 09115 09131 0.9147 09162 09177
1.4 | 0.9192 0.9207 09222 09236 0.9251 0.9265 09279 09292 09306 09319

1.5 0.9332 0.89345 0.9357 0.9370 0.9382 0.9394  0.9406 09418 0.9429 0.9441
1.6 0.9452  0.9463 0.9474 0.9484 0.9495 09505 09515 09525 09535 0.9545
1.7 | 0.9554 0.9564 09573 09582 0.9591 0.9599  0.9608 09616 0.9625 0.9633
1.8 0.9641 0.9649 09656 09664 0.9671 0.9678  0.9686 09693  0.9699 09706
1.9 0.9713 08719 09726 09732 09738 0.9744 09750 09756  0.9761 0.9767

2.0 0.9772  0.977T8  0.9783 0.9TEE  0.9793 0.9798  0.9803 09808 09812 09817
2.1 0.9821 0.9826  0.9830 09834 0.9838 0.9842 0.9846 09850 0.98354  0.9857
2.2 0.9861 0.9864 0.9868 09871 0.9875 0.9878  0.9881 0.9884 09887  0.9890
2.3 0.9893  0.9896  0.9898  0.9901 0.9904 0.9906 0.9809 09911 0.9913 0.9916
2.4 | 09918 0.9920 09922 09925 09927 | 09929 0.9931 09932 0.9934  0.9936

2.5 0.9938  0.9940  0.9941 0.9943 0.9945 0.9946  0.9948 09949  0.9951 0.9952
2.6 0.9953  0.9955  0.9956  0.9957  0.9959 0.9960  0.9961 0.9962 09963  0.9964
2.7 | 0.9965  0.9966  0.9967 09968  0.9969 0.9970  0.9971 0.9972 09973 0.9974
2.8 0.9974  0.9975 0.9976 09977 09977 | 09978 0.9979 09979 09980 0.9981
2.9 0.9981 0.9982 0.9982 0.9983 0.9984 0.9984  0.9985 09985 0.9986  0.9986

3.0 0.9987  0.9987 0.9987 0.9988  0.9988 0.9989  0.9989 09989  0.9990  0.9990
3.1 0.9990  0.9991 0.9991 0.9991 0.9992 0.9992 09992 09992 09993 0.9993
3.2 0.9993  0.9593 0.9994  0.9994  0.9994 0.9994 09994 09995 0.9995 0.9995
3.3 0.9995  0.9995  0.9995  0.9996  0.9996 0.9996  0.9996 09996  0.9996  0.9997
3.4 | 0.9997 0.9997  0.9997 09997 0.9997 | 09997 0.9997 09997 0.9997  0.9998

3.5 0.9998  0.9998 0.9998 0.9998  0.9998 0.9998  0.9998 09998 (0.9998  0.9998
3.6 0.9998  0.98998  0.9999  0.9999  0.9999 0.9999 09899 09999  0.9999  0.9999
3.7 | 0.9999  0.9999 09999 09999  0.9999 0.9999 09999 09999  0.9999  0.9999
3.8 0.9999  0.9999  0.9999 0.9999  0.9999 0.9999  0.9999 09999 0.9999  0.9999
3.9 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
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t-Verteilung

Tabelle A.2: Quantilstabelle der t-Verteilung

Tabelliert sind die Quantile der t-Verteilung fiir n Freiheitsgrade.

Fiir n > 30 gilt: ¢,, o, & z,, wobel z, das a-Quantil der Standardnormalverteilung ist.

Ablesebeispiel: t20 0.00 /& 2.528.

n 0.6 0.8 0.9 0.95 0.975 0.99 0.995 0.999 0.9995
1 0.3249 1.3764 3.0777 6.3138 127062  31.8205 63.6567 318.3088 636.6192
2 | 0.2887 1.0607 1.8856 2.9200  4.3027 6.9646 9.9248 22.3271 31.5991
3 | 0.2767 09785 1.6377 2.3534  3.1824 4.5407 5.8409 10.2145 12.9240
4 | 02707 09410 1.5332 21318  2.7764 3.7469 4.6041 7.1732 8.6103
5 | 0.2672 09195 14759 20150  2.5706 3.3649 4.0321 5.8934 6.8688
6 | 0.2648 0.9057 1.4398 1.9432  2.4469 3.1427 3.7074 5.2076 5.9588
7 | 0.2632 0.8060 1.4149 1.8046  2.3646 2.9980 3.4995 4.7853 5.4079
8 | 0.2619 0.8889 1.3968 1.8595  2.3060 2.8965 3.3554 4.5008 5.0413
9 | 0.2610 0.8834 1.3830 1.8331  2.2622 2.8214 3.2498 4.2968 4.7809
10 | 0.2602 0.8791 1.3722 1.8125  2.2281 2.7638 3.1693 4.1437 4.5869
11 | 0.2596 0.8755 1.3634 1.7959  2.2010 2.7181 3.1058 4.0247 4.4370
12 | 0.2590 0.8726 1.3562 1.7823  2.1788 2.6810 3.0545 3.9296 4.3178
13 | 0.2586 0.8702 1.3502 1.7709  2.1604 2.6503 3.0123 3.8520 4.2208
14 | 0.2582 0.8681 1.3450 1.7613  2.1448 2.6245 2.9768 3.7874 4.1405
15 | 0.257 0.8662 1.3406 1.7531  2.1314 2.6025 2.9467 3.7328 4.0728
16 | 0.257 0.8647 1.3368 1.7459  2.1199 2.5835 2.9208 3.6862 4.0150
17 | 0.257 0.8633 1.3334 1.7396  2.1098 2.5669 2.8982 3.6458 3.9651
18 | 0.2571  0.8620 1.3304 1.7341  2.1009 2.5524 2.8784 3.6105 3.9216
19 | 0.2569 0.8610 1.3277 1.7201  2.0930 2.5395 2.8609 3.5794 3.8834
20 | 0.2567 0.8600 1.3253 1.7247  2.0860 2.5280 2.8453 3.5518 3.8495
21 | 0.2566 0.8591 1.3232 1.7207 2.0796 2.5176 2.8314 3.5272 3.8193
22 [ 0.2564 08583 1.3212 1.7171  2.0739 2.5083 2.8188 3.5050 3.7921
23 | 0.2563 0.8575 1.3195 1.7139  2.0687 2.4999 2.8073 3.4850 3.7676
24 [ 0.2562 08569 1.3178 1.7109  2.0639 2.4922 2.7969 3.4668 3.7454
25 [ 0.2561 08562 1.3163 1.7081  2.0595 2.4851 2.7874 3.4502 3.7251
26 | 0.2560 0.8557 1.3150 1.7056  2.0555 2.4786 2.7787 3.4350 3.7066
27 [ 0.2559 08551 1.3137 1.7033  2.0518 24727 2.7707 3.4210 3.6896
28 [ 0.2558 08546 1.3125 1.7011  2.0434 2.4671 2.7633 3.4082 3.6739
29 [ 0.2557 0.8542 1.3114 1.6991  2.0452 2.4620 2.7564 3.3962 3.6594
30 [ 0.2556 08538 1.3104 1.6973  2.0423 2.4573 2.7500 3.3852 3.6460
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Chiquadrat-Verteilung

Tabelliert sind die Quantile der x2-Verteilung fiir n Freiheitsgrade.
Ablesebeispiel: x% o g5 = 18.307.

Tabelle A.3: Quantilstabelle der \*- Verteilung

n 0.01 0.025 0.05 0.1 0.5 0.9 0.95 0.975 0.99
1 0.000 0.001 0.004 0.016 0.455 2.705 3.841 5.024 6.635
2 0.020 0.051 0.103 0.211 1.386 4.605 5.992 7.378 9.210
3 0.115 0.216 0.352 0.584 2.366 6.251 7.815 9.348  11.345
4 0.297 0.484 0.711 1.064 3.357 7.779 9.488 11.143  13.277
5 0.554 0.831 1.145 1.610 4.351 9.236 11.070 12.832 15.086
6 0.872 1.237 1.635 2.204 5.348 10.645 12,592 14.449 16.812
7 1.239 1.690 2.167 2.833 6.346 12.017 14.067 16.013 18.475
8 1.647 2.180 2.733 3.490 T.344 13.362 15.507 17.535  20.090
9 2.088 2.700 3.325 4.168 8.343 14.684 16.919 19.023 21.666
10 2.558 3.247 3.940 4.865 9.342 15.987 18.307 20.483  23.209
11 3.054 3.816 4.575 5,578  10.341 17.275 19.675 21.920 24.725
12 3.571 4.404 5.226 6.304  11.340 18.549 21.026  23.337  26.217
13 4.107 5.009 5.892 7.042 12,340 19.812 22362 24.736 27.688
14 4.660 5.629 6.571 7.790  13.339 21.064 23.685 26.119 29.141
15 5.229 6.262 7.261 8.547  14.339 22307 24996 27488 30.57
16 5.812 6.908 7.962 9.312  15.338 23.542 26.296 28.845 32.000
7 6.408 7.564 8.672 10.085 16.338 24.769 27.587 30.191 33.409
18 7.015 8.231 9.390 10.865 17.338 25.989 28.869 31.526 34.805
19 7.633 8.906 10.117  11.651 18.338 27.204 30.143 32.852 36.191
20 8.260 9.591 10.851 12443 19.337 28.412 31.410 34.170 37.566
21 8.897  10.283 11591 13.240 20.337 29.615 32.671 35479 38.932
22 9.543 10,982 12338 14.041 21.337 30.813 33.924 36.781 40.289
23 | 10.196 11.689 13.091 14.848 22.337 32.007 35172 38.076 41.638
24 | 10.856 12,401 13.848 15.659 23.337 33.196 36.415 39.364 42.980
25 | 11.524 13.120 14.611 16.473 24.337 34.382 37.653 40.647 44.314
26 | 12,198 13.844 15379 17.292 25337 35.563 38.885 41.923 45.642
7| 12,879  14.5T: 16.151  18.114 26.336 36.741 40.113 43.194 46.963
28 | 13.565 15.308 16.928 18,939 27.336 37.916 41.337 44461 48.278
29 | 14.257 16.047 17.708 19.768 28.336 39.087 42,557 45.722 49.588
30 | 14.954 16.791 18.493 20.599 20.336 40.256 43.773 46.979  50.892
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