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Vorwort

In den vergangenen Jahren wurde immer wieder festgestellt, dafl insbesondere diejenigen Studi-
enanfinger, deren Schulzeit bereits einige Zeit zuriickliegt oder die in der gymnasialen Oberstufe
keinen entsprechenden Schwerpunkt gesetzt haben, ihr Studium mit zum Teil nicht unerhebli-
chen Defiziten im Bereich der Mathematik beginnen. Um die daraus erwachsende zusétzliche
Erschwernis etwas zu mindern, bietet die Fakultit fiir Volkswirtschaftslehre zu Beginn eines
jeden Semesters einen Wiederholungskurs Schulmathematik in Form einer 14-tégigen Blockver-
anstaltung an.

Das IThnen vorliegende Skriptum kann und will den Besuch dieses Kurses keinesfalls ersetzen,
da in dessen Rahmen der Stoff zum Teil in anderer Gewichtung und um zahlreiche Beispiele
bereichert dargeboten wird. Es soll lediglich allen Kursteilnehmern als Unterlage dienen, in der
die wichtigsten Kursinhalte in geordneter Form zusammengestellt sind. Desweiteren kann es
all jenen Studierenden, die am Kurs selbst nicht teilgenommen haben, eine Orientierungshilfe
geben, welche Inhalte wiahrend des Kurses behandelt wurden, um jene, gegebenenfalls mit der
Unterstiitzung weiterer Literatur, notigenfalls selbstéindig zu wiederholen.

Selbstverstéandlich bieten sich zahlreiche M6glichkeiten zur Verbesserung dieses Skriptums. Fiir
Anregungen und Kritik diesbeziiglich bin ich Thnen daher jederzeit dankbar.

J.G.

In diesem Jahr (2019) wurde der Inhalt des Skriptes iiberarbeitet. Es wurde hauptséchlich
gekiirzt um den Fokus auf die Teile der Schulmathematik zu legen, bei denen, aus meiner Sicht,
die grofiten Defizite bestehen. S.H

'Es sei in diesem Zusammenhang insbesondere auf die Literaturangaben [4] und [5] verwiesen.
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1. Arithmetik

In diesem Kapitel werden grundlegende Elemente aus dem Bereich der Arithmetik wiederholt,
namentlich die vier Grundrechenarten und die Potenzrechnung nebst ihren Umkehrungen, dem
Waurzelziehen und dem Logarithmieren.

1.1. Die vier Grundrechenarten

Als die vier Grundrechenarten bezeichnet man die Addition, Subtraktion, Multiplikation und
Division. Sie sind nachfolgend zusammen mit den fiir jede der Grundrechenarten spezifischen
Bezeichnungen der beiden Operanden und des Ergebnisses angegeben:

Fiir die Addition a + b = ¢ gelten die folgenden Bezeichnungen:

Summand plus Summand gleich Summe
a + b = c

Fiir die Subtraktion a — b = ¢ gelten die folgenden Bezeichnungen:

Minuend minus Subtrahend gleich Differenz
a — b = c

Fiir die Multiplikation a - b = ¢ gelten die folgenden Bezeichnungen:

Faktor mal Faktor gleich Produkt
a . b = c

Dabei sind als Multiplikationszeichen alternativ statt ’-” auch ’x’ oder "x’ gebrduchlich. Zudem
wird iiblicherweise auf die Verwendung eines Malzeichens verzichtet, ist mindestens einer der
beiden Faktoren keine konstante Zahl, sondern etwa eine Variable. Man schreibt also ab fiir a-b.

Fiir die Division a : b = ¢ gelten die folgenden Bezeichnungen:

Dividend durch Divisor gleich Quotient
a : b = c

Alternativ findet als Divisionszeichen statt ’:” auch '/’ Verwendung. Desweiteren werden Quoti-
enten oftmals als Briiche geschrieben, also in der Form 7 statt a : b. Wird ein Bruch betrachtet,
so heifit der Dividend auch Zéhler und der Divisor Nenner. Divisor bzw. Nenner miissen dabei
ungleich Null sein. Anderenfalls ist das Ergebnis der Divison nicht definiert.

Fiir die Addition und die Multiplikation gilt das sogenannte Kommutativgesetz, welches
besagt, daf3
a+b=b+a und a-b=b-a



gilt. In diesem Zusammenhang beachte man, daf§ jede Subtraktion a — b als eine Addition
mit dem negativen Subtrahenden aufgefafit werden kann, es ist also a — b = a + (=b). Aus
diesem Grund werden auch Differenzen im oben genannten Sinne {iblicherweise und auch im
folgenden als Summen bezeichnet. Desweiteren kann jede Divison a : b als Multiplikation mit

dem Kehrwert! % des Divisors aufgefafit werden, es gilt also a : b= a - %.

1.2. Zahlenbegriffe

Eng mit den vier Grundrechenarten verkniipft sind die nachfolgend zusammengestellten vier
grundlegenden Zahlenbegriffe.

Die Zahlen 1,2, 3,..., die sich intuitiv bei Abz&hlvorgingen ergeben, werden natiirliche Zah-
len genannt. Die Menge aller natiirlichen Zahlen wird mit dem Symbol N bezeichnet. Sie ist
beziiglich der Addition und der Multiplikation abgeschlossen. Das heifit, dafl die Addition und
die Multiplikation zweier natiirlicher Zahlen in jedem Fall wiederum eine natiirliche Zahl ergibt.

Erweitert man die Menge aller natiirlichen Zahlen um die negativen Zahlen —1, -2, —3,... und
die 0, so erhélt man die Menge der ganzen Zahlen. Diese Menge wird mit dem Symbol Z
bezeichnet und ist zusétzlich beziiglich der Subtraktion abgeschlossen.

Zahlen, die sich als Quotient 7 zweier beliebiger ganzer Zahlen a und b mit b # 0 darstel-
len lassen, heiflen rationale Zahlen. Die Gesamtheit dieser Zahlen wird mit dem Symbol Q
bezeichnet und ist beziiglich aller vier Grundrechenarten abgeschlossen.

Als letzter Zahlenbegriff sollen an dieser Stelle noch die reellen Zahlen genannt werden. Sie
umfassen neben allen rationalen Zahlen auch die sogenannten irrationalen Zahlen, welche sich
nicht als Quotient zweier ganzer Zahlen darstellen lassen.? Die Menge aller reellen Zahlen wird
mit dem Symbol R bezeichnet und ist ebenfalls beziiglich aller vier Grundrechenarten abge-
schlossen.

Offensichtlich gilt N C Z € Q C R; den reellen Zahlen liegt also der allgemeinste der vier hier
aufgefithrten Zahlenbegriffe zugrunde.

In der Mathematik hdufig auftretende Teilmengen von R sind die sogenannten Intervalle,
welche in vier verschiedenen Formen auftreten: Fiir zwei beliebige reelle Zahlen a und b mit
a < b stellt

[a,b]

ein sogenanntes geschlossenes Intervall dar. Es beinhaltet alle reellen Zahlen x, welche die
Bedingung = > a A x < b erfiillen.

(a,b)
ist hingegen ein sogenanntes offenes Intervall, welches alle reellen Zahlen z mit x > a A x <b
enthélt. Mischformen dieser beiden Arten von Intervallen sind das linksoffene Intervall (a, b]
und das rechtsoffene Intervall [a,b), welche alle x mit > a Az < bbzw.z >a AN x <D
enthalten.

Ist die untere Intervallgrenze —oo (sprich: minus Unendlich) oder aber die obere oo (sprich:
Unendlich), so schreibt man mit a € R als anderer Intervallgrenze (—oo, a] bzw. [a, 00) fiir das
entsprechende abgeschlossene und (—o0, a) bzw. (a,00) fiir das entsprechende offene Intervall.

!Der Kehrwert jeder reellen Zahl ungleich Null ergibt sich, indem man 1 durch diese Zahl teilt. Fiir die Zahl
Null existiert kein Kehrwert.
2Beispiele irrationaler Zahlen sind die Eulersche Zahl e und die Kreiszahl 7.



Man beachte, daB fiir Intervalle viele abweichende Schreibweisen gebréuchlich sind, so beispiels-
weise fiir geschlossene Intervalle (a,b) und fiir offene Intervalle )a,b(. Man sollte sich daher
bei der Lektiire eines mathematischen Textes immer versichern, welche Schreibweise in ihm
Verwendung findet.

Last but not least ist darauf hinzuweisen, dass co und —oo KEINE reelen Zahlen sind, sondern
die reelen Zahlen dbrundendder erweitern.

1.3. Bruchrechnung

Bevor in diesem Abschnitt das Rechnen mit Briichen bzw. mit rationalen Zahlen wiederholt
werden kann, miissen zunéchst einige Grundbegriffe der Zahlentheorie betrachtet werden, welche
sich auschliellich auf die natiirlichen Zahlen beziehen.

Ist eine Zahl a € N ohne Rest durch eine Zahl b € N teilbar, ist also a/b € N, dann heifit a
Vielfaches von b und b Teiler von a.

Beispiel 1.1: Die Zahlen 3 und 5 sind im Gegensatz zu 7 Teiler von 30. Die Zahl 12 ist ein
Vielfaches von 4.

Die grofiten Zahl, die Teiler zweier gegebener Zahlen a,b € N ist, heifit grofiter gemeinsamer
Teiler dieser beiden Zahlen und wird mit dem Symbol ggt(a, b) bezeichnet. Die kleinste Zahl,
die ein Vielfaches der beiden Zahlen ist, heiffit kleinstes gemeinsames Vielfaches und wird
mit dem Symbol kgv(a, b) bezeichnet.

Beispiel 1.2:
a) Esist ggt(21,35) =T7.
b) Es ist kgv(21,35) = 105.

Fiir die systematische Bestimmung grofiter gemeinsamer Teiler oder kleinster gemeinsamer Viel-
facher ist das Instrument der Primfaktorenzerlegung sehr hilfreich. Es wird nachfolgend
vorgestellt:

Eine Zahl aus der Menge N der natiirlichen Zahlen heiffit Primzahl, wenn sie nur durch 1 und
sich selbst ohne Rest teilbar ist. Die zehn kleinsten Primzahlen sind 2,3,5,7,11,13,17,19, 23
und 29, keine Primzahlen sind beispielsweise die 33 oder die 72, da beide Zahlen unter anderem
ohne Rest durch 3 teilbar sind. Die Primfaktorenzerlegung besagt, dass es ist moglich ist jede
natiirliche Zahl eindeutig? als ein Produkt aus Primzahlen darzustellen. Diese Primzahlen heifien
Primfaktoren

Beispiel 1.3:
a) 10=2-5-7
b) 1540=2-2-5-7-11

Um eine natiirliche Zahl in ihre Primfaktoren zu zerlegen, empfiehlt es sich, in aufsteigender
Reihenfolge der Primzahlen beginnend mit 2 zu {iberpriifen, ob und wie oft die zu zerlegenden

3Bis auf die Reihenfolge von sich wiederholenden Primzahlen. Z.B. hat 20 die Primzahlenzerlegung 20 = 2-2-5.
Die Zerlegung ist bis auf die Reihenfolge der “2er“ eindeutig.



Zahl durch die gerade betrachtete Primzahl ohne Rest teilbar ist. Ist die zu zerlegende Zahl
ohne Rest teilbar, so wird sie entsprechend oft durch die gerade betrachtete Primzahl geteilt,
jene mit der entsprechenden H#ufigkeit als Primfaktor vermerkt, und das Divisonsergebnis in
gleicher Weise weiter zerlegt, bis dieses nicht mehr moglich ist, da es selbst eine Primzahl und
damit der letzte der gesuchten Primfaktoren ist.

Beispiel 1.4:
a) Nachfolgend ist die Primfaktorenzerlegung der Zahl 1540 dargestellt:

1540 = 2-770
= 2-2-385
(385 nicht ohne Rest durch 3 teilbar)
= 2-2-5.77
= 2-2.5-7-11
(11 ist selbst eine Primzahl)

b) Nachfolgend ist die Primfaktorenzerlegung der Zahl 2100 dargestellt:

2100 = 2-1050
-2-525
-2-3-175
-2-3-5-35
-2-3-5-5-7

7 ist selbst eine Primzahl)

I
ORI RN

—

Es gilt nun, dafl der grofite gemeinsame Teiler zweier Zahlen a,b € N das Produkt aller Zahlen
ist, die zugleich Primfaktor von a und b sind. Mehrfach auftretende Primfaktoren werden dabei
so oft berticksichtigt, wie sie sowohl bei der Zerlegung von a als auch der von b mehrfach
auftreten.

Beispiel 1.5: Dem nachfolgenden Schema ist zu entnehmen, wie mit Hilfe der Primfaktoren-
zerlegung der grofite gemeinsame Teiler von 1540 und 2100 bestimmt werden kann:

1540 = 2 - 2 - 5 - 7 oo 11
2000 = 2 - 2 -3 -5 -5 - 7
ggt = 2 - 2 . 5 - 7 = 140

Also ist ggt(1540, 2100) = 140.

Beispiel 1.6:



1. ggt(8,12) =4
2. ggt(752,888) = 8
Desweiteren gilt, dafl das kleinste gemeinsame Vielfache zweier Zahlen a, b € N das Produkt aller

Zahlen ist, die Primfaktor von a oder von b sind. Mehrfach auftretende Primfaktoren werden
dabei so oft beriicksichtigt, wie sie bei der Zerlegung von a und b am h#ufigsten auftreten.

Beispiel 1.7: Dem nachfolgenden Schema ist zu entnehmen, wie mit Hilfe der Primfaktoren-
zerlegung das kleinste gemeinsame Vielfache von 1540 und 2100 bestimmt werden kann:

1540 = 2 - 2 - 5 - 7 - 11
21000 = 2 - 2 -3 -5 - b5 - 7
kgv =2 .- 2 -3 -5 -5 - 7 - 11 = 23100

Also ist kgv(1540,2100) = 23100.

Beispiel 1.8:
1. kgv(8,12) =24
2. kgv(33,456) = 5016

Ein Bruch ist die Darstellung einer rationalen Zahl ¢ € Q als Quotient zweier ganzer Zahlen,
also in der Form ¢ = £ mit 2,n € Z und n # 0, wobei 2z auch Z&hler und n Nenner des
Bruchs heifit. Es gilt, daf§ die Darstellung einer rationalen Zahl als Bruch nie eindeutig ist,
da beispielsweise durch die Multiplikation des Zéhlers und des Nenners eines Bruchs £ mit
einer beliebigen Zahl m € Z mit 2 eine weitere Darstellung derselben rationalen Zahl als
Bruch gewonnen werden kann. Die Multiplikation des Z&dhlers und des Nenners eines Bruchs
mit derselben ganzen Zahl m bezeichnet man auch als Erweitern des Bruchs um m. Dividiert
man hingegen Zahler z und Nenner n eines Bruchs durch dieselbe ganzen Zahl m, wobei m
Teiler von z und n sein muf, so wird diese Operation, die den Wert des Bruchs gleichfalls nicht
verindert, als Kiirzen durch m bezeichnet. Dabei ist aus Griinden der Ubersichtlichkeit das
Kiirzen eines Bruchs durch den gréfiten gemeinsamen Teiler von Zdhler und Nenner besonders
sinnvoll.

Beispiel 1.9:
a) Das Erweitern von g mit 3 ergibt %.
b) Das Kiirzen von 12 um 4 ergibt 3.

Zwei Briiche werden miteinander multipliziert, indem man das Produkt ihrer Z&hler durch
das Produkt ihrer Nenner teilt. Zwei Briiche werden durcheinander dividiert, indem man den
Dividenden mit dem Kehrwert des Divisors multipliziert. Als Kehrwert eines Bruchs £ mit
z,n € Z wird dabei der Bruch 7 bezeichnet.

Beispiel 1.10:

3.4 _12 49 2 _ 18 _ 9
a) Es1stz-§l—%51énd{58—56 55
b)ESlSt75:7Z:%



Zwei Briiche mit iibereinstimmenden Nennern werden addiert, indem man ihre Zihler addiert
und durch den gemeinsamen Nennder dividiert. Es gilt also

a b a+bd

C C (&

mit a, b, c € Z.

Beispiel 1.11:

1,6 _7
Log+3=1

5 4 _ 1
2. 67675

Zwei Briiche mit verschiedenen Nennern miissen hingegen erst in der Art erweitert werden,
dafl ihre beiden Nenner iibereinstimmen, bevor sie dann wie eben beschrieben addiert wer-
den konnen. Es bietet sich dabei an, die beiden Nenner jeweils so zu erweitern, daf3 als neuer
gemeinsamer Nenner deren kleinstes gemeinsames Vielfaches fungiert.

Beispiel 1.12:
3,.3_6 , 21 _ 27
Lsts=utnu=1u

at 1 _ abt 1 _ abt+1
2. et T T T i

4 _ 4(4-3x) 3 _ 4(4—-3z)+3zy
3. 3zt (4—y3a:) — 3z(4-3x) + 395(4x—y3x) ~  3x(4-3x)

1.4. Klammerrechnung und die binomischen Formeln

Allgemein ergibt sich der Wert algebraischer Ausdriicke, in denen mehrere Zahlen durch unter-
schiedliche Grundrechenarten verkniipft werden, geméfl der Regel "Punkt- vor Strichrech-
nung’, die besagt, es seien zuerst die Multiplikationen und Divisionen und danach die Additio-
nen und Subtraktionen auszufiihren. Sollen zusammengesetze algebraische Ausdriicke von dieser
Regel abweichend ausgewertet werden, so kann dieses durch die Verwendung von Klammern er-
reicht werden.

Beispiel 1.13:
a) 3+5-8=43 und (3+5) -8 = 64;
b) 20:24+2=12und 20: (2+2) =5

Fiir das Rechnen mit Klammern sind die folgenden Termumformungsregeln sehr niitzlich, welche
sich unmittelbar aus dem sogenannten Distributivgesetz
a(b+c) =ab+ac

fiir alle a, b, c € R ergeben:

In einer Summe kann eine Klammer, vor der ein '+’ steht, weggelassen werden. Wird hingegen
eine Klammer weggelassen, vor der ein '—’ steht, so miissen die Vorzeichen aller Summanden in



der Klammer umgekehrt werden. Es gilt also a+(b+c¢) = a+b+cund a—(b—c) = a—b+c. Die
Termumformung des Weglassens von Klammern wird auch als das Auflésen von Klammern
bezeichnet.

Beispiel 1.14:

1. 3x 4+ (4x —5)=Tx—5
2.3x—(4r—5)=5—=x

3. 2a+ (3b+5a) =2a+3b+5a ="Ta+ 3b
4. 5a — (—=3b— (ba — 2b)) — b = 10a

Desweiteren gilt, daf ein Produkt, dessen einer Faktor eine in Klammern stehende Summe ist,
gleich der Summe der Produkte aus dem anderen Faktor und jeweils einem Summanden der in
Klammern stehenden Summe ist.*

a(b+c) =ab+ac

Man bezeichnet diese Termumformung auch als Ausmultiplizieren. Die mehrfache Anwendung
dieses Gesetzes erbringt, wie ein Produkt aus zwei beklammerten Summen ausmultipliziert
werden kann: (a + b)(c+ d) = (a + b)c + (a + b)d = ac + bc + ad + bd.

Beispiel 1.15:
1. 5(6z — 5) = 30z — 25
2. (4—22)(3z +5) =4(3z +5) — 223z + 5) = 122 + 20 — 622 — 102 = —622 + 22 + 20

Als Ausklammern bezeichnet man schlieflich die Umkehrung des Ausmultiplizierens. Ein in
allen Summanden einer Summe enthaltener Faktor wird dabei aus der Summe herausgezogen.

Beispiel 1.16:
1. 15z =5 =5(x — 1)
2. 42?4+ 20 —5=2z2z+1) -5

Zusammenfassend zum Uben:
Beispiel 1.17:

a) 2a+ (3b+5a) = 2a + 3b+ 5a = 7a + 3b und 5a — (—3b — (5a — 2b)) — b = 10a

b) 7a(3b+ 4) = 21ab + 28a und (a + 2)(b+ 3¢ — 2d) = (a + 2)b+ 3(a + 2)c — 2(a + 2)d =
ab + 2b + 3ac + 6¢ — 2ad — 4d

¢) 12ac+ 18bc = 6¢(2a + 3b) und 2ab + 5a + 2b + 5 = (2ab + 5a) + (20 +5) = (a + 1)(2b + 5)

Soll eine in Klammern stehende Summe durch eine Zahl dividiert werden, so kann man sich zu-
nutze machen, daf eine Division einer Multiplikation mit dem Kehrwert des Divisors entspricht.
So gilt beispielsweise (4ab + 8bc) : 2b = (4ab + 8bc) - 57 = 2a + 4c.

Beispiel 1.18:

4Nichts anderes besagt schliefllich das Distributivgesetz.



1. (92 —15):3 = (gx _ 15)% _ (9:vg15) 9z
2. (2622 + 4x) : 22 = 132 + 2

Spezialfille des Multiplizierens zweier beklammerter Summen stellen die Binomischen For-
meln dar. Sie gelten, wenn die beiden beklammerten Summen die Bauart a+b oder a —b haben,
und damit sogenannte Binome sind. Wie man leicht nachpriifen kann, gilt:®

(a+b)? = a®+2ab+b?
(a—0b)? = a®—2ab+b?
(a+0b)(a—b) = a®— b

Beispiel 1.19:

a) (3a+5b)% = (3a)?>+2-3a-5b+ (5b)? = 9a? + 30ab + 25b°
b) (Tx — 2y)? = 4922 — 282y + 4>

c) (9u+ 3v)(9u — 3v) = 81u? — 9?

Faktorisieren

1.5. Potenzen und Wurzeln

Das n-fache Produkt
a-a-...-q
—_—
n mal

einer Zahl a € R mit sich selbst wird als die n-te Potenz dieser Zahl bezeichnet. Dabei heifit a
auch Basis und n Exponent der Potenz. Man schreibt dafiir a™.

a =a-a-...-Qq

n mal

Der Potenzbegriff wird iiber die Definition a™" := a% mit n € N auf ganzzahlige Exponenten
kleiner Null erweitert und mit der Festsetzung a® := 1 fiir a # 0 schlieflich auf alle ganzzahligen

Exponenten ausgedehnt.5

Fiir das Rechnen mit Potenzen gelten einige Regeln, die nachfolgend fiir geeignete a,b € R und
n,m € 7Z zusammengestellt sind:

aqg™ = an-‘,—m

n

&= (8)"5b£0

(an)m = g™

1.
2.
3. a"b" = (ab)"
4.
9.

5Zur Erinnerung: Fiir eine Multiplikation zweier gleicher Faktoren x schreibt man statt z - 2 iiblicherweise x?
(sprich: x Quadrat oder x hoch Zwei).
5Der Ausdruck 0° ist nicht definiert.



Beispiel 1.20:[a"a™ = a"t™]

1. 32.33=35=3.3.-3-3-3=243

2. 4445 = 49
3. 233 =1

5 6 _ ,—1_1
4y =yt o=y

“
Wl
Il

Beispiel 1.22:[% = (4)" ;b # (]

2
L 5=52=5

Beispiel 1.23:[a"b" = (ab)"]
1. 4%2.6%=(4-6)? =242 =576

Beispiel 1.24:[(a™)"™ = a™™|
1. (22)° = 26 = 64

Fiir die Potenz a™ = b mit b > 0 und n € N heifit a auch n-te Wurzel aus b und man schreibt
a = /b fiir n # 2 und einfach nur @ = Vb fiir n = 2.7 Das sogenannte Ziehen einer Wurzel ist
somit eine Operation, die das Bilden einer Potenz umkehrt.

Waurzelausdriicke werden auch als Potenzen mit nicht ganzzahligen Exponenten interpretiert,
indem

festgesetzt wird. Die nachfolgende Rechnung, welche die oben angegebenen Potenzrechenregeln
rein formalistisch auf nicht ganzzahlige Exponenten iibertrdgt, macht die Sinnhaftigkeit einer
solchen Festsetzung deutlich:

n/an — (an)l/n _ an/n —a

Allgemein gelten die oben angegebenen Pozenzrechenregeln alle analog, sodaf fiir das Rechnen
mit Wurzeln mit a,b > 0 und n,m € N folgt:

1.

"Dabei wird b auch als Radikant bezeichnet.



3, §
§§$\§§
Il
3

Beispiel 1.25:

a) Esist V16 = 161/2 =4,

b) Es ist W — (1,123/8)1/4 _ ($12)1/4 (y8)1/4 _ x12/4y8/4 _ 23,
C) Es ist W = ([L'yl/n) 1/m — xl/myl/mn.

1.6. Logarithmen

Mit dem Wurzelziehen wurde im vorangegangenen Abschnitt eine Operation behandelt, welche
das Bilden einer Potenz umkehrt. Eine weitere Umkehrung des Potenzierens ist das sogenannte
Logarithmieren.

Fiir die Potenz a¥ = x mit @ > 0 und a # 1 heifit y auch Logarithmus von = zur Basis a.
Man schreibt dafiir y = log, . Der Logarithmus einer Zahl x zur Basis a ist also diejenige Zahl
y, mit der a potenziert werden muf}, um x zu erhalten.

Besondere Basen sind in diesem Zusammenhang 10 und die Eulersche Zahl e ~ 2, 718281828,
die insbesondere fiir Wachstumsprozesse von Bedeutung ist. Ein Logarithmus zur Basis 10 wird
iiblicherweise einfach nur mit logx, ein Logarithmus zur Basis e mit Inz (fiir "logarithmus
naturalis’) bezeichnet.

Beispiel 1.26:

a) Esist log100 = 2.
b) Es ist log, 64 = 6.
c) EsistIlnl=0.

Auch fiir das Rechnen mit Logarithmen gelten einige Regeln, die alle nachfolgend fiir a,b > 0,
a,b# 1 und z,y > 0 zusammengestellt sind:

— lOga T
logyz = Tog. b
log,(zy) = log,x+log,y
log,(z/y) = log,x —log,y
loga(xy) =Yy 1Oga x

Beispiel 1.27:
a) Es ist log(100 - 1000%) = log 100 + log(1000%) = log 100 4 21og 1000 =2 + 2 -3 = 8.

b) Es ist %logaﬁ + %logy — 2logz = 1 (log(2?) +1log(y?) — log(2")) = L log <x2§3>

Man beachte, dafl der Logarithmus nur fiir Zahlen gréfler als Null gebildet werden kann; fiir alle
Zahlen kleiner oder gleich Null ist er nicht definiert.
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1.7. Das Summenzeichen

Mochte man eine Summe oder ein Produkt {iber n verschiedene, nur durch einen Index unter-
schiedene Summanden s; bzw. Faktoren f; bilden, so schreibt man dafiir oft verkiirzend

n

Z‘Si bzw. ﬂfz
=1

=1

Der Index i, der die einzelnen Summanden bzw. Faktoren unterscheidet, wird auch Laufvariable
genannt.

Beispiel 1.28:

a) Esist Y0 i=1+2+3+4+5=15
b) Sei f1:=2, fo:=4und f3:=1. Dannist [[°_, fi=f1-fo-f3=2-4-1=8.
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2. Grundziige der Mengenlehre

In diesem Kapitel soll eine kurze Wiederholung ausgewéhlter Elemente der Mengenlehre gege-
ben werden. Jene ist ein grundlegender Bestandteil der Mathematik, da sie Konzepte bereit-
stellt, die den geordneten Umgang mit gleichartigen Objekten mathematischer Betrachtungen
ermoglichen. aa

2.1. Grundbegriffe

Eine Menge ist eine Zusammenfassung bestimmter, wohlunterschiedener Objekte, wobei von
jedem Objekt eindeutig feststehen muf, ob es zur Menge gehort oder nicht. Gehort ein Objekt zu
einer Menge, so bezeichnet man es auch als Element dieser Menge. Ist ein Objekt e Element
einer Menge M, so schreibt man dafiir e € M (sprich: e Element M); ist e hingegen nicht
Element von M, so schreibt man dafiir e ¢ M (sprich: e nicht Element M).

Ublicherweise wird eine Menge auf eine von zwei Arten beschrieben:

Die erste besteht darin, alle ihre Elemente in geschweifte Klammern eingefafit und durch Kom-
mata getrennt vollstéindig aufzuzihlen. Beispielsweise beschreibt der Ausdruck {a,e,i,0,u} die
Menge aller Vokale des lateinischen Alphabets. In unzweideutigen Féllen ist, will man sich
Schreibarbeit sparen oder ist die vollstdndige Aufzdhlung aller Elemente unmoglich, die Ver-
wendung von Ellipsen (.. .) erlaubt. So wird jeder {a,b,c,d, e, ..., z} unzweideutig als die Menge
aller kleinen Buchstaben des lateinischen Alphabets und {2,4,6,8,10,...} als die Menge aller
positiven und geraden Zahlen erkennen.

Die zweite gebrauchliche Art der Beschreibung ist die, eine allen Elementen einer Menge und
nur diesen anhaftende und somit fiir Elemente dieser Menge charakteristische Eigenschaft an-
zugeben. So kann man beispielsweise die Menge aller Vokale des lateinischen Alphabets auch
als {z |z ist Vokal des lateinischen Alphabets } schreiben.

Eine spezielle Menge ist die sogenannte leere Menge. Sie ist dadurch gekennzeichnet, daf} sie
kein Element enthélt und wird mit () oder {} bezeichnet.

Ein weiterer wichtiger Begriff der Mengenlehre ist der der Mé#chtigkeit. Jene entspricht fiir
Mengen mit endlich vielen Elementen jeweils der Anzahl von Elementen der Menge. Die Méchtig-
keit von Mengen mit unendlich vielen Elementen wird mit dem Symbol co (sprich: unendlich)
bezeichnet.! Ublicherweise wird die Michtigkeit einer Menge M als |M| geschrieben.

Beispiel 2.1:

a) Sei M :={2,3,4}. Dann ist |M| = 3.

b) Sei N :={{1}, {2}, {1,3}}. Dann ist |[N| = 3.
c) Esist [{1,2,3,...}] = oc.

!Bei den unendlichen Mengen wird desweiteren zwischen abzihlbar und iiberabzihlbar unendlichen Mengen
unterschieden. Im Rahmen dieses Wiederholungskurses wird diese Unterscheidung allerdings nicht behandelt.
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Ahnlich wie die reellen Zahlen in verschiedenen, durch Relationen (=,#,>,>,

<, <) formalisierten Beziehungen zueinander stehen, ist dieses auch fiir Mengen der Fall. Gilt
fiir zwei Mengen A und B, dafl jedes Element von A auch Element von B ist, so heifit A auch
Teilmenge von B. Man schreibt A C B. Existiert dariiberhinaus ein Element von B, welches
nicht Element von A ist, so heiffit A echte Teilmenge von B, und man schreibt A C B. Gilt
fiir zwei Mengen A und B sowohl A C B als auch B C A, haben also beide Mengen die gleichen
Elemente, so heiBen diese Mengen gleich, und man schreibt A = B.?2 Der Umstand, dafl zwei
Mengen A und B ungleich sind oder aber A nicht Teilmenge bzw. nicht echte Teilmenge von B
ist, wird durch die Ausdriicke A # B, A € B bzw. A ¢ B beschrieben.

Beispiel 2.2: Sei M = {2,3,4}, N :={2,4}, P :={4,3,2} und Q := {{2}}. Dann gilt:
a) NCMCP

b) NCMund M ¢ P

c) M=P

d) Q¢ M

In einigen Beispielen wurde bereits deutlich, dafl Mengen durchaus wiederum Mengen als Ele-
mente enthalten kénnen. Gelegentlich ist nun die Menge aller moglichen Teilmengen einer Menge
M von Interesse. Diese Menge heifit Potenzmenge von M und wird formal iiblicherweise durch
das Symbol p(M) bezeichnet.

Beispiel 2.3:

a) Gegeben sei die Menge M := {1,2,3}. Als Potenzmenge dieser Menge ergibt sich p(M) =
{0, {1}, {2}, {3}, {1,2}, {1,3}, {2,3}, {1,2,3}}.

b) Gegeben sei die Menge aller Vokale V' := {a,e,i,0,u}. Es gilt p(V) = {W|W ist eine
Menge, deren Elemente allesamt Vokale sind }.

c) Die Potenzmenge der leeren Menge ist p(0)) = {0}.

2.2. Mengenoperationen

Fiir Mengen sind verschiedene Operationen definiert, die jeweils zwei Mengen zu einer Ergeb-
nismenge verkniipfen. So ist der Durchschnitt zweier Mengen A und B als die Menge aller
Objekte definiert, die sowohl Element von A als auch Element von B sind; man schreibt fiir
diese Menge iiblicherweise A N B. Als Vereinigung zweier Mengen A und B ist hingegen die
Menge aller Objekte definiert, die entweder Element von A oder Element von B oder Element
von A und B sind; man schreibt dafiir iiblicherweise A U B.

Beispiel 2.4: Sei M := {1,2,3} und N := {3,4}. Dann gilt:
a) MNN ={3}
b) MUN = {1,2,3,4}

Ist der Durchschnitt zweier Mengen A und B leer, ist also AN B = (), so heiflen diese beiden
Mengen disjunkt.

2Man beachte, da auch die beiden Mengen {a,b} und {a,b,b} aufgrund der Forderung, daf alle Elemente
wohlunterschieden sein miissen, gleich sind.
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() (b)

Text

(© (d)
Abbildung 2.1.: Venn-Diagramme

Schliellich existiert als Mengenoperation zur Verkniipfung zweier Mengen noch die der Diffe-
renz. Sie ist fiir zwei beliebige Mengen A und B als die Menge aller Elemente definiert, die zwar
Element von A, nicht aber Element von B sind; man schreibt dafiir A\ B. Man beachte, dafl
die Bildung der Differenz zweier Mengen im Unterschied zur Bildung des Durchschnitts oder
der Vereinigung nicht kommutativ ist, d.h. es gilt in der Regel nicht A\ B = B\ A, wohingegen
immer sowohl AU B = BU A als auch AN B = BN A giiltig ist.

Abschlielend wird der Begriff des Komplements definiert. Das Komplement einer Menge A
enthilt alle Elemente, die nicht in A enthalten sind. Somit ist das Komplement auch eine Menge
und wird als A® geschrieben.

Beispiel 2.5: Sei Q := {Kreuz, Pik, Herz, Karo} und A := {Kreuz, Pik}. Dann ist CqA =
CA = {Herz, Karo}.

Mengenoperationen und Beziehungen zwischen Mengen werden oftmals in sogenannten Venn-
Diagrammen graphisch veranschaulicht. In deartigen Diagrammen werden Mengen als ge-
eignete Flichen in der Ebene dargestellt. In Abbildung 2.1 sind beispielhaft die Bildung von
Durchschnitt (a), Vereinigung (b), Differenz (c¢) und Komplement fiir zwei nicht disjunkte Men-
gen A und B und eine Grundmenge ) in Venn-Diagrammen wiedergegeben.

2.3. Rechengesetze fiir Mengenoperationen

Fiir die im vorangehenden Abschnitt vorgestellten Mengenoperationen gelten verschiedene Ge-
setze. Diese sind nachfolgend fiir beliebige Mengen A, B, C' und Q mit A, B, C C ) zusammen-
gestellt:

14



Zunichst gelten sowohl fiir die Vereinigung als auch die Durchschnittsbildung sowohl daf}
Kommutativ- als auch das Assoziativgesetz, d.h. es gilt

AUB=BUA und ANB=BNA,
AU(BUC)=(AUB)UC und AN(BNC)=(AnB)NC.

Desweiteren gelten die beiden Distributivgesetze

AU(BNC)=(AUB)N(AUC),
AN(BUC)=(ANB)U(ANC).

Schlielich gelten noch die folgenden Gesetze fiir die Bildung von Komplementen:

AUAC =Q und AnA° =0,
(AUB)Y = A°NBY und (ANB)Y = A%UBY,
(AC(C) = A.

2.4. Tupel und kartesische Produkte

Mengen sind nicht geordnete Zusammenfassungen von Objekten. Die Mengen {a, b} und {b,a}
sind also gleich. Ist hingegen auch die Reihenfolge zweier Objekte von Bedeutung, kann dieses
durch das Konzept des Tupels erfasst werden. Sollen beispielsweise die beiden Objekte a und b
in der Weise geordnet zusammengefasst werden, dafl b vor a kommt, so werden sie in dem Tupel
(b,a) zusammengefasst. Dabei ist b die erste Komponente dieses Tupels und a die zweite.
Aufgrund der ordnungsgebenden Eigenschaft des Tupels gilt (b, a) # (a,b); zwei Tupel sind nur
dann gleich, wenn sie in beiden Komponenten jeweils iibereinstimmen.

Beispiel 2.6: Die beiden Tupel (Karo, 3) und (Herz, Ass) kann man verwenden, um die beiden
entsprechenden Spielkarten zu reprasentieren. Die Menge aller Spielkarten eines franzosischen

Blatts ist dann B := {(f,w) | f € {Kreuz, Pik, Herz, Karo} und w € {2,3,...,10, Bube, Dame, Konig, Ass}}.
Fiir jede Hand H zu Beginn eines Doppelkopfspiels gilt nun H C B und |H| = 13.

Wie in dem vorangehenden Beispiel gesehen ist es oft sinnvoll, nicht nur einzelne Tupel, sondern
eine Menge von Tupeln zu betrachten. Oft entstehen solche Mengen von Tupeln durch die
Forderung an ihre einzelnen Elemente, dafl deren erste Komponente Element einer Menge A
und deren zweite Komponente Element einer Menge B sein soll. Genau diese Menge entsteht,
indem man das sogenannte kartesische Produkt A x B aus den Mengen A und B bildet.

Beispiel 2.7:
a) Sei A:={1,2} und B := {a,b}. Dann ist A x B = {(1,a), (1,b), (2,a), (2,b)}.
b) Die Menge aller Felder eines Schachbretts ist {A, B,...,H} x {1,2,...,8}.

FEine offensichtliche Verallgemeinerung des Konzepts des Tupels ist eine geordnete Zusammen-
fasung nicht nur von zwei, sondern von beliebig vielen Objekten. Deartige Zusammenfassungen
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heifen n-Tupel. Dabei gibt n € N die Anzahl der Komponenten des Tupels an.> Mengen von n-
Tupeln gleicher Art kénnen analog zum oben beschriebenen Vorgehen iiber die Bildung n-facher
kartesischer Produkte definiert werden.

Beispiel 2.8: Sei A := {u,v,w} und B := {z,y, z}.

a) (u,v,z) ist ein 3-Tupel und Element von A x A x B.

b) (u,w,w,v,v,u) ist ein 6-Tupel und Element von A x A x A x A x A x A. Verkiirzend kann
man dafiir A® (sprich: A hoch 6) schreiben.

c) Die Menge des Funktionsgraphs von y = f(z) ist das kartesische Produkt R x R = R2.
Dieses Konzept kann natiirlich beliebig nach R™ erweitert werden.

3N bezeichnet, wie in Abschnitt 1.2 noch ausfiihrlich beschrieben wird, die Menge der natiirlichen Zahlen
{1,2,3,...}.
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3. Funktionen mit einer unabhangigen
Variablen

In diesem Kapitel wird der Begriff der Funktion behandelt. Er ist von Bedeutung, da er es
ermdoglicht, die Abhéngigkeit einer Variablen von einer weiteren, unabhéingigen Variablen ge-
ordnet zu beschreiben und zu analysieren.

3.1. Grundbegriffe

Unter einer Funktion versteht man eine Zuordnungsvorschrift f, die jedem Element x einer
Menge D eindeutig ein Element einer Menge W zuordnet. Die Menge D heifit dabei auch
Definitionsbereich der Funktion f und die Menge W Wertebereich. Man schreibt dafiir im
Regelfall (wenn Definitions- und Wertebereich feststehen)

y = f(x).

Dabei bezeichnet man x als Argument oder auch als unabhingige Variable und y als
Funktionswert oder als abhingige Variable.

Wird eine Funktion f mit R als Definitions- und Wertebereich betrachtet, so heissen alle x € R
mit f(z) = 0 Nullstellen von f und f(0) y-Achsenabschnitt.

Beispiel 3.1: Sei f(z) = 422 — 1 eine Funktion mit R als Definitions- und Wertebereich. Dann
sind 1/2 und —1/2 die Nullstellen und —1 der y-Achsenabschnitt von f.

In diesem Skriptum werden ausschlieflich Funktionen behandelt, deren Definitions- und Wer-
tebereich Teilmengen von R sind.

3.2. Graphische Darstellung von Funktionen

Funktionen mit R als Definitions- und Wertebereich werden haufig in der euklidschen Ebene ver-
anschaulicht, indem man jener ein rechtwinkliges, kartesisches Koordinatensystem iiberlagert.
In diesem Koordinatensystem wird der Wert der unabhéngigen Variablen horizontal entlang
der sogenannten x-Achse dieses Koordinatensystems und der Wert der abhéngigen Variablen
vertikal entlang der sogenannten y-Achse aufgetragen.! Fiir eine beliebige Funktion f(z) ist nun
die Menge aller Punkte

{(z,y)lr € DAy = f(z)},

in das vorgegebene Koordinatensystem eingetragen, der Graph von f.

!Die x-Achse wird oft auch als Abszisse und die y-Achse als Ordinate bezeichnet.
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(a) (b)

Abbildung 3.1.: Graphen zu den Funktionen y = 1/2z + 1 und y = (z — 1)?

Beispiel 3.2: In Abbildung 3.1 sind die Graphen der Funktionen y = 1/2z+1 und y = (v —1)?
dargestellt.
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4. Ableitung von Funktionen mit einer
unabhdngigen Variablen

In diesem Kapitel wird das Konzept der Ableitung von Funktionen behandelt. Es ist zentraler
Bestandteil der klassischen Optimierungstheorie, welche wiederum fiir die Modellierung mensch-
lichen Verhaltens in den Wirtschaftswissenschaften von Bedeutung ist.

4.1. Das Konzept der Ableitung

Der Koeffizient a einer linearen Funktion f(z) := ax + b mit a,b € R wird in der Regel als
Steigung dieser Funktion bezeichnet, da er angibt, um wieviel Einheiten der Funktionswert
von f(x) steigt, wird das Argument x um eine Einheit erhoht. Soll nun der Begriff der Steigung
auf nicht-lineare Funktionen iibertragen werden, ist zu berticksichtigen, dafl der Funktionswert
derartiger Funktionen bei Erhchung des Arguments um eine Einheit unterschiedlich stark an-
steigen kann, abhingig davon, auf welches absolute Niveau das Argument angehoben wird. An
dieser Stelle kommt das Konzept der Ableitung zum Tragen.

Sei im folgenden f(z) eine stetige, reellwertige Funktion. Man kann nun die durchschnittliche
Steigung von f(z) zwischen zy und xg + Az mit zg, Az € R und Az # 0 angeben mit

Ay f(zo + Az) — f(z0)
Ax Az '

Dieser Quotient heifit auch Differenzenquotient und wird in Abbildung 4.1 veranschaulicht.

Betrachtet man nun den Wert des Differenzenquotienten fiir beliebig kleine |Az| # 0 oder,
formaler ausgedriickt, den Grenzwert des Differenzenquotienten fiir Az — 0, so erhilt man
die sogenannte Ableitung von f(x) an der Stelle zg. Sie wird {iblicherweise mit den Symbolen

1’ (x0) oder auch % bezeichnet.!

Anschaulich betrachtet gibt der Differenzenquotient die Steigung der Strecke zwischen den
Punkten P und @ an (vgl. Abbildung 4.1), einer sogenannten Sekante, wohingegen die Ab-
leitung die Steigung der Geraden t angibt, welche den Graphen von f(z) im Punkt P zwar
beriihrt, aber nicht schneidet, einer sogenannten Tangente.

Man beachte, da8 nicht fiir alle Funktionen fiir ihren gesamten jeweiligen Definitionsbereicht
eine Ableitung angegeben werden kann, da der weiter oben erwiahnte Grenzwert des Differen-
zenquotienten fiir Ax — 0 nicht in jedem Fall existiert. Kann aber die Ableitung einer Funktion
an einer Stelle xy angegeben werden, so heiflit diese Funktion differenzierbar in zq. Ist ei-
ne Funktion fiir alle Elemente ihrer Definitionsmenge differenzierbar, so heifit sie einfach nur
differenzierbar.

!Der Begriff des Grenzwerts wird in Rahmen dieses Wiederholungskurses nur intuitiv verwendet. Seine exakte
Verwendung wird in der Vorlesung Mathematik A (Analysis) vorgestellt werden.
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S+ Av)

Abbildung 4.1.: Veranschaulichung des Differenzenquotienten

Ermittelt man fiir eine solche, differenzierbare Funktion f(x) ihre Ableitung allgemein fiir alle
Elemente ihres Definitionsbereichs, so erhilt man eine neue Funktion f/(x), deren Funktionswert
fiir alle Elemente des Definitionsbereichs von f(z) der Ableitung von f(x) an eben dieser Stelle
entspricht. Diese Funktion f’(z), die ebenfalls als Ableitung bezeichnet wird, kann nun unter
Umsténden ihrerseits abgeleitet werden. Die sich dann ergebende Funktion heifit auch zweite
Ableitung von f(x) und wird mit den Symbolen f”(z), f*)(z) oder auch di{; @) bezeichnet.
Analog sind fiir alle n € N hoherrangige Ableitungen definiert.

Beispiel 4.1:
a) Sei f(x):= 22. Dann ist der Differenzenquotient von f(z) an einer beliebigen Stelle 2o € R

(zo + Az)® — af
Az ’

Nach einigen Umformungsschritten erhélt man daraus

2xg + Ax.

Aus dieser Darstellung des Differenzenquotienten wird nun deutlich, daf jener fiir Az — 0 den
Wert 2xy annimmt. Die Abbleitung von f(x) an der Stelle ¢ ist also 2z¢; f'(x) = 2.
b) Betrachtet man nun den Differenzenquotienten von f’(x) an einer beliebigen Stelle zy € R,

also den Ausdruck
2(zo + Az) — 2z

Ax ’
und geht man wie unter a) vor, so ergibt sich, daf§ die Ableitung von f’(z) fiir alle Elemente
des Definitionsbereichs 2 ist, und somit fiir die zweite Ableitung von f(z) gilt: f”(x) = 2.
c) Sei g(x) := |z|.? Der Differenzenquotient von g(z) an der Stelle 29 = 0 ist dann

0+ Az| —1[0] |Az]
Ax Az

2|z| bezeichnet den sogenannten Betrag einer reellen Zahl . Dabei ist |z| fiir 2 > 0 gleich 2 und fiir < 0 gleich
—x.
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z* (a € R) ar®”
_1
Ve NG
1 _ 1
x 2
er er
a® (a > 0) a*Ina
T
h’l X %
log,z (a>0) | ——
sinzx CcoS T
CcosS ¥ —sinzx

Tabelle 4.1.: Ableitungen ausgewéhlter Funktionen

Fiir beliebig kleine |Az| > 0 hat dieser Differenzenquotient fiir Az > 0 den Wert 1 und fiir
Az < 0 den Wert —1. Es existiert also kein Grenzwert des Differenzenquotienten fiir Ax — 0,
und die Funktion g(z) ist an der Stelle 0 nicht differenzierbar.

4.2. Ableitungen ausgewahlter Funktionen

Da die analytische Bestimmung einer Ableitung iiber den Differenzenquotienten sehr viel Zeit in
Anspruch nimmt und gelegentlich iiberhaupt nur iiber die Anwendung fortgeschrittener Tech-
niken moglich ist, ist es sinnvoll, die Ableitungen haufig auftretender Funktionen auswendig zu
kennen. In Tabelle 4.1 sind die Ableitungen ausgewihlter Funktionen zusammengestellt.

4.3. Ableitungsregeln

Oftmals sind Funktionen abzuleiten, die aus anderen Funktionen, deren Ableitungen bekannt
sind, zusammengesetzt sind. In diesem Fall sind die in diesem Abschnitt zusammengestellten
Ableitungsregeln sehr niitzlich. Seien nachfolgend g(z) und h(x) zwei reellwertige und differen-
zierbare Funktionen:

Nach der Faktorregel ist die Ableitung der Funktion

mit a € R die Funktion

Nach der Summenregel ist die Ableitung der Funktion
f(x) == g(z) + h(z)

die Funktion
f(x) = g'(z) + 1 ().
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Nach der Produktregel ist die Ableitung der Funktion

die Funktion

mit A(x) # 0 die Funktion

die Funktion

f'(x) = g'(h(x)) - W (z).

Natiirlich ist es oft erforderlich, die oben genannten Ableitungsregeln kombiniert anzuwenden,
um die Ableitung einer Funktion zu bestimmen.

Beispiel 4.2:

a) Die Ableitung von f(x) := 3sinx ist nach der Faktorregel f'(z) = 3cosz.

b) Die Ableitung von f(z) := 4z% + 5z + Inx ist nach der Summen- und der Faktorregel
f(x)=8x+5+1/x.

c) Die Ableitung von f(x) := 4xsinz ist nach der Produkt- und der Faktorregel f’(z) =
4sinx + 4x cosx. ,

d) Die Ableitung von f(z) := & ist nach der Quotientenregel f'(x) = zxewe;f = 2,
e) Die Ableitung von f(z) := 2sin (z?) ist nach der Ketten- und der Faktorregel f'(z) =
622 cos (x3)

2 2

e’ _ 2z—=x
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5. Kurvendiskussion

Bei der Kurvendiskussion wird eine Funktion durch ihre Eigenschaften beschrieben. Wir behan-
deln die folgenden Eigenschaften:

Nullstellen

Monotonie
Definitionsliicken /Polstellen
Wendepunkte

Sattelpunkte

S AN o A

Extrema (Minima und Maxima)

5.1. Nulistellen

Definition 5.1.1. Fine Funktion f(x) hat an der Stelle xo eine Nullstelle, wenn gilt
f(xo) =0

Wir sind hier an Nullstellen interessiert, die reelle Zahlen sind. Wir haben bereits gelernt die
Nullstellen von quadratischen Funktionen mittels der p,q-Formel zu bestimmen. Wir sahen, dass
eine quadratische Funktion entweder zwei, eine oder keine reelle Nullstelle hat. Dies lasst sich
auf Polynome verallgemeinern.

Theorem 5.1.1. Gegeben sei ein Polynom vom Grad n
f(x) =ag + a1z 4 asx® + ... + apa™

Dieses Polynom hat n Nullstellen (nicht unbedingt verschieden, nicht unbedingt reelle Zahlen)
und

wenn alle Nullstellen reelle Zahlen sind, ldsst sich das Polynom faktorisieren als
f(@)=an(x—b1)(x —b2)(x —b3)...(x —by)

Hier sind by, bo, ..., b, € R die Nullstellen des Polynoms

Wir betrachten nun Nullstellen gebrochenrationaler Funktionen des Typs

wobei p(z) und ¢(z) Polynome sind. Hier miissen die Nullstellen des Zihlers gefunden werden,
wobei zu beachten ist, dass an den gefundenen Stellen der Nenner ungleich Null sein muss.
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Beispiel 5.1.1. Bestimmen sie die Nullstellen von f(z) = :Ez(f;:i)—?). Der Zihler ist bei g = 1

gleich Null. Da der Nenner der Funktion bei xg = 1 ungleich Null ist, ist xo = 1 die Nullstelle
der Funktion.

Beispiel 5.1.2. Berechnen sie die reellen Nullstellen der folgenden Funktionen und finden sie
gegebenenfalls die Faktorisierung des Polynoms:

1. f(zr)=4—-3x 4. f(z) =23 —62% + 5z
2. fz)=(z—-2)2 -4
5. flw)=a>+5 5 (1) = ot

5.2. Monotonie

Definition 5.2.1. Monotonie einer Funktion f(x). Es sei xo > x1. Dann ist die Funktion
1. monoton steigend, wenn gilt f(xq) > f(z1).
2. streng monoton steigend, wenn gilt f(x2) > f(x1).
3. monoton fallend, wenn gilt f(x2) < f(x1).
4. streng monoton fallend, wenn gilt f(z2) < f(x1).
Die obige Definition von Monotonie ist allgemeingiiltig. Wenn die Funktion zusétzlich differen-
zierbar ist, kann man die 1. Ableitung verwenden um Monotonie festzustellen
Definition 5.2.2. Es sei f(x) eine differenzierbare Funktion. Dann ist die Funktion
1. monoton steigend, wenn gilt f'(x) > 0.
2. streng monoton steigend, wenn gilt f'(x) > 0.
3. monoton fallend, wenn gilt f'(x) <O0.
4. streng monoton fallend, wenn gilt f'(x) < 0.
Beispiel 5.2.1. Uberpriifen sie die folgenden Funktionen auf Monotonie.

1. f(x) =2z -2 3. In welchen Intervallen ist die Funktion
2. f(x) =23 f(z) = %(33 —2)%(x + 1) monoton?

5.3. Definitionsliicken/Polstellen

Wir haben am Anfang dieses Kurses schon geklért was der Definitionsbereich einer Funktion ist.
Wenn die Funktion innerhalb eines Intervalls an einem Punkt nicht definiert ist (zum Beispiel
teilen durch Null) , hat die Funktion dort eine Definitionsliicke. Zum Beispiel hat f(z) = % an
der Stelle 0 eine Definitionsliicke.

Wir betrachten hier nur die Polstellen einer gebrochen rationalen Funktion der Art

2 = P@)

wobei p(z) und ¢(z) Polynome darstellen.
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Definition 5.3.1. Eine gebrochen rationale Funktion

_ p(@)

hat an einer Stelle xy eine Polstelle, wenn q(xo) = 0 und der Betrag des Funktionswertes |f(x)]
bei einer Anndherung gegen xg gen unendlich geht.

lim |f(x)] = oo

T—rT0

Notiz:

1. Polstellen sind Definitionsliicken der Funktion

2. Wenn an der Stelle xo auch der Nenner Null wird (q(xz¢) = 0), handelt es sich nicht um
eine Polstelle, sondern um eine hebbare Definitionsliicke

3. Hebbare Definitionslicken konnen entfernt werden, in dem man Zihler und Nenner fak-
torisiert und der Term, der zu der hebbaren Definitionsliicke gehort, gekiirzt werden kann.

Beispiel 5.3.1. Finden sie die Polstellen und/oder hebbaren Definitionsliicken der folgenden
Funktionen:

1. flo) =15 2. f(x) = g% NOEE =

5.4. Wendepunkte

Hier besprechen wir das Kritmmungsverhalten einer 2-fach differenzierbaren Funktion f(z). Die
Kriimmung des Graphen einer Funktion héingt von der 2. Ableitung ab, da diese die Veréinderung
der Steigung der Funktion darstellt.

1. Wenn f’(z) sich nicht veréndert ist die Funktion linear und hat fiir alle Werte von x die
gleiche Steigung.

2. Wenn f'(z) stetig zunimmt, ist f”(x) > 0.
3. Wenn f'(x) stetig abnimmt, ist f”(x) < 0.
Aus dieser Beschreibung geht nun unsere Definition von Wendepunkten hervor.

Definition 5.4.1. FEin Punkt xo im Definitionsbereich der 2-fach differenzierbaren Funktion
f(x) ist ein Wendepunkt, wenn sich an diesem Punkt das Vorzeichen der 2. Ableitung dndert

(von + auf minus oder umgekehrt). Am Wendepunkt gilt folglich f"(x¢) =0 (notwendige Bedingung)

Leider kann durch eine Betrachtung der 2. Ableitung nicht abschlieend gekliart werden, ob es
sich um einen Wendepunkt handelt. Hierfiir verwenden wir die folgenden hinreichenden Bedin-
gungen.

Definition 5.4.2. Hinreichende Bedingungen fiir eine Wendepunkt. Gegeben sei ein Punkt xg,
an dem gilt f"(xo) =0

1. Wenn zusditzlich gilt f"(xg) # 0, dann ist zo ein Wendepunkt.
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2. Wenn f"(x¢) = ... = f" (xg) = 0 und f*(x9) # 0 und n > 2 ist ungerade. Dann ist g
etn Wendepunkt

3. (ohne 3. Ableitung) Wenn f"(z) an der Stelle xo das Vorzeichen wechselt ist xo ein Wen-
depunkt.

Beispiel 5.4.1. Identifizieren Sie die Wendepunkte der folgenden Funktionen:

1. f(z) =323 — 222 + 32 -5 2. flx) =22z

5.5. Extrema

Ein wichtiger Teil der Kurvendiskussion dient der Identifikation von Extrema (Minima und
Maxima) von Funktionen.

Minima und Maxima konnen lokaler oder globaler Natur sein. Wir definieren diese Begriffe fiir
Maxima und verlassen uns auf unsere Fihigkeiten dies auch fiir Minima zu tun.

Definition 5.5.1. Globales vs. lokales Maximum einer Funktion f(x) mit Definitionsbereich
D. Ein Punkt z* ist ein

1. globales Mazimum fiir f(x) auf D, wenn gilt f(z*) > f(x) fir alle x € D.
2. striktes globales Mazximum fir f(z) auf D, wenn gilt f(x*) > f(x) fir alle x € D.

3. lokales (relatives) Mazimum fir f(x) auf D, wenn gilt f(z*) > f(x) fir alle x, die nah
an z* sind.

4. striktes lokales (relatives) Mazximum fir f(x) auf D, wenn gilt f(x*) > f(x) fir alle x,
die nah an x* sind.

Die folgende Abbildung verdeutlicht diese Definitionen
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Lokale und Globale Optima

globales (nicht
eindeutiges)
A lokale Maxima Maximum |

globales Minimum

™~

lokale Minima |

v

(V) N ———

Das Optimierung einer differenzierbaren Funktion von einer Variablen ist in vielen Féllen (re-
lativ) unkompliziert, aber es konnen auch Komplikationen auftreten. Zum Beispiel:

1. Das globale Minimum/Maximum kann am Rand des Definitionsbereichs auftreten, an dem
die Funktion nicht differenzierbar ist.
Maximiere y = 22 im Definitionsbereich des Intervalls [2, 4]

2. Das globale Minimum/Maximum kann nicht existieren.
Maximiere y = 22 im Definitionsbereich des Intervalls (2,4)

3. Das globale Minimum/Maximum ist an einer Stelle, an der die Funktion nicht differen-
zierbar oder nicht stetig ist
Minimiere y = ||

Wir beschrénken uns in diesem Kurs auf lokale Extrema im Inneren des Definitionsbereichs von
differenzierbaren Funktionen und vermeiden somit zwei der drei oben genannten Komplikationen
(welche?).

Wann erreicht eine Funktion ihren maximalen (oder minimalen Funktionswert)? Um diese Frage
zu beantworten schauen wir auf die erste Ableitung der Funktion

1. Wenn gilt f/(x) > 0, dann steigt der Funktionswert.
2. Wenn gilt f/(x) < 0, dann fillt der Funktionswert.

Bei einem Maximum steigt der Funktionswert (f’(xz) > 0) bis zum Erreichen des Maximums
und fillt dann wieder (f’(x) < 0). Bei einem Minimum féllt der Funktionswert (f’'(z) < 0)
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bis zum Erreichen des Minimums und steigt dann wieder (f'(z) > 0). Wir kénnen also darauf
schliefen, dass am Minimum und am Maximum gilt

fix)=0

Theorem 5.5.1. (Notwendige Bedingungen Erster Ordnung fir ein Extremum) Es sei f(x)
eine differenzierbare Funktion und x* ein lokales Mazimum von f(x). Dann gilt

fl@)=0

Das gleiche Resultat gilt auch fiir lokale Minima. Diese Punkte werden als stationdre Punkte
bezeichnet.

Beispiel 5.5.1. Identifizieren sie die stationdren Punkte der folgenden Funktionen.

1. f(x) = 2? 2. f(x) =23 —2?+5

Wie meistens ist die Sache natiirlich nicht so einfach. Obwohl wir die stationiren Punkte von
Funktionen meistens identifizieren koénnen, ist nicht garantiert, dass an diesen Stellen auch
Extrema vorliegen. Das liegt daran, dass f’(z) = 0 nur eine notwendige Bedingung fiir ein
Maximum darstellt

f(x) hat an z* ein Extremum = f'(z*) =0

Die Implikation gilt nur in die eine Richtung und besagt NICHT, dass ein Maximum vorliegt,
wenn f'(z*) = 0.

Wir miissen uns also anderweitig Information besorgen, um zu entscheiden, ob ein Extremum
vorliegt. Wir schauen uns deshalb auch die 2. Ableitung am stationéiren Punkt z* an.

Theorem 5.5.2 (Hinreichende Bedingung fiir ein lokales Extremum). Es sei f(x) eine diffe-
renzierbare Funktion und x* ein lokales Mazimum von f(x).

1. Wenn gilt f"(x*) > 0 liegt an x* ein lokales Minimum vor.
2. Wenn gilt f"(x*) <0 liegt an z* ein lokales Maximum vor.
Intuituion
1. Wir nehmen an, dass f(x) am Punkt x* ein Eztremum hat. An einem Minimum gilt
a) f'(x) <0 fir Werte x < x*
b) f'(x) >0 fir Werte x > x*

Kombiniert man beide Fille, muss die 2. Ableitung in einer Umgebung von x* positiv sein.
Wenn also gilt f'(x*) =0 und f"(x*) > 0 muss ein Minimum der Funktion am Punkt x*
vorliegen

2. An einem Maximum gilt
a) f'(x) >0 fir Werte x < x*
b) f'(x) <0 fir Werte x > x*

Kombiniert man beide Fille, muss die 2. Ableitung in einer Umgebung von x* negativ
sein. Wenn also gilt f'(z*) = 0 und f"(z*) < 0 muss ein Mazimum der Funktion am
Punkt x* vorliegen
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Was aber passiert wenn f”(z*) = 0. Wir miissen unser Kriterium auf weitere Ableitungen der
Funktion ausweiten, denn in diesem Fall kann an der Stelle * entweder ein Extremum oder ein
Sattelpunkt sein. Wir behandeln den ersten Fall zuerst.

Theorem 5.5.3. Gegeben sei eine n-fach differenzierbare Funktion f(x) mit f'(x*) = f"(2*) =
0. Wir leiten nun die Funktion so lange ab bis

@) #0 n>2

1. Wenn n gerade ist und f"(x*) > 0 liegt ein Minimum vor.
2. Wenn n gerade ist und f"(x*) < 0 liegt ein Maximum vor.

3. Wenn n ungerade ist, handelt es sich um einen sogenannten Sattelpunkt der Funktion.
Beispiel 5.5.2. Bestimmen Sie die lokalen Extrema der folgenden Funktionen

L. f()=a? 3. flx) = vz
2. f(x) = a! 4 f(@) = VE - da?

5.6. Sattelpunkte

Auf der Suche nach Extrema kann es wie oben passieren, dass f’(z*) = 0 ohne dass ein Extre-
mum vorliegt. Dies ist an einem Sattelpunkt der Fall. Ein Sattelpunkt ist ein Wendepunkt, an
dem zusitzlich gilt f/(2*) =0
Definition 5.6.1. Gegeben sei die n-fach differenzierbare Funktion f(x) fir die am Punkt z*
qgilt

f(z)=0 und f"(z)=0

Der Punkt x* ist ein Sattelpunkt, wenn gilt
1. f"(x*) # 0 oder
2. f™(x*) # 0 mit n ungerade und alle vorherigen Ableitungen gleich Null.

Beispiel 5.6.1. Finden sie die Sattelpunkte der folgenden Funktionen

1. f(z) =23 2. f(x)=—2234222 — 20 +2
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6. Funktionstypen

6.1. Lineare Funktionen

Definition 6.1.1. Eine lineare Funktion hat die Funktionsgleichung
y=a+bxr mit a,beR

Anmerkung:
1. Der Graph einer linearen Funktion ist eine Gerade.
2. Die Konstante a heifit Achsenabschnitt und ist gleich dem Funktionswert, wenn x =0

3. Die Konstante b heifit Steigung und gleicht der Verdinderung des Funktionswertes, wenn
x um eine Finheit erhéht wird. Sie wird zwischen 2 beliebigen Punkten berechnet als

po Y20 _ Ay
ro—x1 Az

4. Das besondere an einer linearen Funktion ist dass die Steigung tberall gleich ist (hdngt
nicht von x ab.)

Lineare Funktionen sind eigentlich ziemlich langweilig und nichts besonderes. Da sie aber in
ihrer Handhabung relativ einfach sind und oft verwendet werden um komplexere Funktionen zu
approximieren, lohnt es sich die lineare Funktion ndher zu betrachten. Um die Funktionsglei-
chung einer linearen Funktion herauszubekommen muss man (nur) zwei Dinge wissen

1. Ein Punkt (z1,y1) und Steigung a.
Die Formel der linearen Funktion ist gleich

y—yi=alz—m) <<= y=(p —ar)tax
—_———
b

2. Zwei Punkte Formel. Gegeben sind die 2 Punkte (z1,y1) und (z2,y2)

Y2 — 1 _ y—u
To — X1 T — I

Um zu zeigen, dass die Formel gleich der zuerst genannten ist, verwenden wir zunéchst
die zwei Punkte um die Steigung zu berechnen.
P2 —n

Tro9 — 1

a

Dann setzen wir die Steigung in die Punkt-Steigungsformel ein

2 — Yl 2 — Y1 2 — Y1l
B0 y(ﬂﬁ—ﬂn) <:>y=(y1—y yfcl)+y Ny
Ty — 11 Ty — 11 Ty — 11

b

Yy—y =
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3. Achsenabschnittsform
Gegeben seien die Achsenabschnitte der y-Achse (0,ys) und x-Achse (z5,0). Dann kann
die lineare Gleichung geschrieben werden als

Ty
Ts Ys

Eigenschaften:
1. Wenn die Steigung b > 0 ist die Funktion streng monoton steigend.

2. Wenn die Steigung b < 0 ist die Funktion streng monoton fallend.

Beispiel 6.1: Verwenden Sie die gegebenen Informationen um die Gleichung der linearen Funk-
tionen in der Form y = a + bx herzuleiten

1. Steigung= 2 mit Punkt (3,4) 3. Die Gerade schneidet die x-Achse bei
2. Punkte (3,4) und (5, 8) xs =4 und die y-Achse bei ys = —5

6.2. Quadratische Funktionen

Definition 6.2.1. Als quadratische Funktion bezeichnen wir im Allgemeinen die Funktion
f(z)=az? +bx+c

wobei a, b, c reelle Konstanten sind.

Notiz:
1. Der Graph einer quadratischen Funktion ist ein Parabel
2. Fine quadratische Funktion hat entweder zwei, eine oder keine Nullstelle in R

3. Zur Berechnung der Nullstellen einer quadratischen Funktion nimmt man die sogenannte
p, q-Formel, wobei man zundchst die Gleichung in die Form x> + px + ¢ = 0 bringt und
dann anhand der folgenden Formel die Nullstellen (z12) findet:

2
p p
= — = Zl: - —
x1,2 B 1 q

Beispiel 6.2: Finden Sie die Nullstellen der folgenden quadratischen Gleichungen:

1. 22 =10 +25=0 2. 24 —1022-24=0
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6.3. Polynome n-ten Grades

Definition 6.3.1. Die Funktion P, die fir alle x definiert ist durch
P<$) =ao+ a1z + G2$2 + a3x3 + ot apx™

wobei ag, ai,ag, ..., an, Konstanten sind (mit a,, # 0) wird als Polynom n-ten Grades (oder auch
ganzrationale Funktion) mit den Koeffizienten ag, a1, as, ..., a, bezeichnet.

1. Definitionsbereich = R
2. Man sieht, dass die lineare Funktion und die quadratische Funktion Spezialfille sind.

3. Polynome sind auf R differenzierbar (also auch stetig)

6.4. Gebrochenrationale Funktionen

Ganzrationale Funktionen sind die schon behandelten Polynome.
Definition 6.4.1. Eine gebrochenrationale Funktion ist der Quotient zweier Polynome
ag + a1x + asx? + azx® + ... 4 a,a”

) = e T e T bst® + oo by

wobei die Koeffizienten ag,a1,...,a, und by, b1,...,b, reelle Zahlen sind.

1. Definitionsbereich sind alle reellen Zahlen, bei denen der Nenner nicht gleich Null wird.

2. Gebrochenrationale Funktion sind im gesamten Definitionsbereich differenzierbar (und so-
mit auch stetig)

6.5. Potenzfunktionen

Definition 6.5.1. Die Funktion
f(z) =2a"

heifit Potenzfunktion. Die Eigenschaften der Funktion hdngen vom Wert der Konstanten n ab.
Wir behandeln hier nur die Fille, in denen der Ezponent eine natiirliche oder ganze Zahl ist.

1. n € N und gerade (Parabel, sicht f(z) = 22 sehr #hnlich)
a) Definitionsbereich gleich R

b) Streng monoton fallend im Intervall (—oc,0), streng monoton steigend im Intervall
(0, 00)

2. n € N und ungerade (sieht f(z) = 23 sehr dhnlich)
a) Definitionsbereich gleich R
b) Streng monoton steigend in D

3. n € Z~ und gerade (umgekehrte Parabel, sieht f(z) = —x? sehr dhnlich)
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a) Definitionsbereich gleich R{0},

b) Streng monoton wachsend im Intervall (—oco,0), streng monoton fallend im Intervall
(0,00)

c) Polstelle bei x =0

4. n € Z~ und ungerade (sieht f(x) = —z3 sehr dhnlich)
a) Definitionsbereich gleich R{0}
b) Streng monoton fallend im Definitionsbereich

c) Polstelle bei z =0

6.6. Wurzelfunktionen

Definition 6.6.1. Die Funktion

mit x > 0 heifst Wurzelfunktion vom Grade n

1. Die Wurzelfunktion ist die Umkehrfunktion der Potenzfunktion (unter Annahme des kor-
rekten Definitionsbereichs der Potenzfunktion)

2. Die Funktion kann auch als Potenzfunktion geschrieben werden

3. Definitionsbereich: Hier gilt die Konvention, dass die Wurzelfunktion nur fir positive reelle
Zahlen (x € RT) definiert ist.

6.7. Exponentialfunktion
Definition 6.7.1. Eine Funktion der Form f(x) = a® a > 0 heifit Exponentialfunktion zur
Basis a.

1. D=R
2. Monotonie
a) Streng monoton fallend fir 0 < a <1

b) Streng monoton steigend fir a > 1

Ein Spezialfall ist eine Exponentialfunktion mit der Eulerschen Zahl e als Basis. Zur Umformung
wird folgende Beziehnung genutzt

Definition 6.7.2. Die Exponentialfunktion f(x) = exp(x) = e* hat folgende Eigenschaften
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1. Sie ist die einzige Funktion mit f'(x) = f(z) und f(0) =1

de
di:ex und %=1
z
. etelV = ety
e“”>0unde’”:e%
0ok 2 3 4
z _ T r_ z T
4e_zk!_1+m+2'+3!+4!+

6.8. Logarithmusfunktionen

Die Logarithmusfunktion
f(z) = log, =
y = log, © wird Logarithmus von x zur Basis a genannt und ist erfiillt die Gleichung a¥ = x.
Definition 6.8.1. Die Logarithmusfunktion f(x) = log, x hat folgende Eigenschaften
1. Definitionsbereich R
2. Wegen a® =1 und a' =1 gilt log, 1 = 0 und log, a = 1
3. Streng monoton steigend

4. log, x =Inx, der Logarithmus zur Basis e ist der natiirliche Logarithmus.

6.9. Signumfunktion (Vorzeichenfunktion)

Die Signumfunktion ist wie folgt definiert

1 >0
flx)=<0 =0
-1 z<0

1. Definitionsbereich: R, Wertebereich: {—1,0, 1}
2. Stetig auf R/{0}

6.10. Betragsfunktion

Die Betragsfunktion ist wie folgt definiert

ﬂwz{x e

—x x <0

1. Definitionsbereich: R, Wertebereich: Rg
2. Stetig auf R
3. Differenzierbar auf R/{0}
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7. Gleichungen mit einer Unbekannten

In diesem Kapitel werden die unterschiedlichen Arten von Gleichungen und das Auflésen von
Bestimmungsgleichungen wiederholt.

7.1. Arten von Gleichungen

In diesem Abschnitt behandeln wir Bestimmungsgleichungen (im folgenden nur Gleichungen
genannte), deren konstitutives Merkmal ist, daf} sie jeweils eine Variable enthalten, deren Wert
unbekannt ist. Eine solche Variable, deren Wert grundsétzlich jede reelle Zahl sein kann, wenn
nicht ausdriicklich anderes gefordert wird, heiffit daher Unbekannte. Die Losungsmenge der
Gleichung ist die Menge der reellen zahlen, die die Gleichung zu einer wahren Aussage macht.!

Beispiel 7.1:

a) Sei 3x+4 = 10 eine Bestimmungsgleichung mit = als Unbekannter. Dann ist, wie man durch
Finsetzen in die Bestimmungsgleichung leicht feststellt, der Wert von z implizit als 2 festgelegt.
Die Losungsmenge der betrachteten Bestimmungsgleichung ist also {2}.

b) Sei 2b? = 18 eine Bestimmungsgleichung mit b als Unbekannter. Dann ist, wie man wiederum
durch Einsetzen feststellt, der Wert von b implizit als 3 oder als —3 festgelegt. Die Losungsmenge
ist also {3, —3}.

c) Sei bb = x eine Bestimmungsgleichung mit b als Unbekannter. Dann ist der Wert von b
implizit als /5 festgelegt, und die Losungsmenge ist {x/5}.

7.2. Aquivalente Umformung von Gleichungen

Natiirlich ist die Losungsmenge einer Bestimmungsgleichung nicht immer unmittelbar erkenn-
bar. In diesen Féllen gilt es, die Bestimmungsgleichung mit Hilfe geeigneter Rechenoperationen
gegebenenfalls in mehreren Schritten so lange umzuformen, bis die Unbekannte auf einer Sei-
te isoliert ist und die Losungsmenge damit leicht bestimmt werden kann. Man sagt dann, die
Gleichung sei nach der Unbekannten aufgeldst. Geeignete Rechenoperationen sind dabei neben
gewohnlichen Termumformungen die sogenannten Aquivalenzumformungen.

Eine Aquivalenzumformung einer Bestimmungsgleichung ist dabei dadurch gekennzeichnet,
daBl sie die Losungsmenge dieser Gleichung nicht verédndert. Dieses ist beispielsweise bei der
Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division der bzw. mit der gleichen Zahl auf beiden
Seiten der Bestimmungsgleichung der Fall. Lediglich die Multiplikation mit 0 ist keine Aquiva-
lenzumformung.

!Grundsitzlich werden vier Arten von Gleichungen unterschieden: Identische Gleichungen (z.B. 2 +2 = 4
oder a + b = b + a), Funktionsgleichungen (z.B. y = a:2) und Definitionsgleichungen wird ein Symbol
als Bezeichner eines komplexeren mathematischen Ausdrucks festgelegt (z.B. p := (3¢ — 5)% — 4)
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Beispiel 7.2:

a) Sei 5z — (5—2z) = 3x+7 eine Bestimmungsgleichung mit 2 als Unbekannter. Dann erbringt

die folgende Kette von Term- und Aquivalenzumformungen,

Sbr— (b—2x)=3x+7
S5t —5+2x=3x+7
Tr—5=3x+7

| Auflésen der Klammer
| Zusammenfassen der z-Glieder
| =3z

do —5="1T |+5
dr =12 |: 4
=3 | Gleichung aufgelost,

daB {3} die Losungsmenge dieser Bestimmungsgleichung ist.
b) Sei % = % eine Bestimmungsgleichung mit x als Unbekannter und gelten zusétzlich die
Forderungen = # 1 und  # —1. Dann erbringt die folgende Kette von Term- und Aquivalen-

zumformungen,

Fi=gr o e

2D g
2(x+1)=4(x —1) | Ausmultiplizieren der Klammern
2r+2=4r—-4 |2z

2=2x—4 |+4
6 = 2z 12
3=z | Gleichung aufgelost,

daB {3} die Losungsmenge dieser Bestimmungsgleichung ist. Man beachte, dafl die beiden Mul-
tiplikationen der Bestimmungsgleichung mit  — 1 bzw. z + 1 Aquivalenzumformungen sind,
da nach Voraussetzung x # 1 und x # —1 gilt und somit nicht mit 0 multipliziert wird, was
unzuléssig ware.

7.3. Losung nichtlinearer Gleichungen

Obgleich mit den im vorangehenden Abschnitt vorgestellten, auf den vier Grundrechenarten
basierenden Aquivalenzumformungen bereits viele in der wirtschaftswissenschaftlichen Praxis
auftretenden Gleichungen aufgelost werden konnen, existieren Arten von Gleichungen, fiir die
dieses nicht zutrifft. In diesem Abschnitt werden einige solcher Gleichungen behandelt und
geeignete Losungsverfahren vorgestellt.

Eine Gleichung der Form
2+ pr+q=0

mit p,q € R und x als Variable heiffit quadratische Gleichung. Eine deartige Gleichung hat
entweder keine, eine oder zwei Losungen, welche sich mit Hilfe der sogenannten pq-Formel

D P\ ?
__b (7) _
T1,2 = B 9 q

ermitteln lassen. Diese Formel besagt, dafl die oben angegebene quadratische Gleichung fiir
(2)2 — ¢ > 0 zwei Losungen hat, nimlich

2
(£>2—q und 562:—2— (2)2—(],

3712—84- 5

2
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fiir (%)2 — ¢ = 0 eine Losung, ndmlich

_ 4
$1—:L‘2——§

und fiir (%)2 — ¢ < 0 keine Losung, da die Wurzel einer negativen Zahl nicht definiert ist.?

Beispiel 7.3:

a) Die Gleichung z2? + 2z — 15 = 0 hat nach der pq-Formel T12=—-1£v1+15=—-1=£4die
Losungsmenge {3, —5}.

b) Die Gleichung 22 + 42 + 10 = 0 hat nach der pg-Formel x12 = —2 3 /4 — 10 keine Losung,
da v/—6 nicht definiert ist.

Gegebenenfalls ist es erforderlich, eine quadratische Gleichung iiber einige Aquivalenzumfor-
mungen in die entsprechende, oben gegebene Form zu bringen, bevor die pg-Formel auf sie
angewendet werden kann.

Eine Gleichung der Form
=0

mit a # 0, b > 0 und = > 0 als Variable heifit Potenzgleichung. Eine Lisung einer solchen
Gleichung ist immer

= Vb=0bl
Ist der Exponent a eine gerade ganze Zahl, so ist dariiberhinaus z = —v/b eine Losung. Ist der

Exponent a eine ungerade ganze Zahl, so kann auch ein b < 0 zugelassen werden, und es ist
x = —+/—b die einzige Losung der Exponentialgleichung.

Beispiel 7.4:

a) Die Losung der Gleichung 218 =3 ist x = W/3 = 38 = 6561.
b) Die Losungsmenge der Gleichung x* = 81 ist {3, —3}.

c) Die Losung von 23 = —8 ist z = — /8 = —2.

Eine Gleichung der Form
a®=b

mit a,b > 0, a # 1 und x als Variable heifit Exponentialgleichung. Ihre Losung ist
Inb

xr =
Ina’

wie nachfolgend unter Ausnutzung der Tatsache, dafl das Logarithmieren einer Bestimmungs-
gleichung, deren linke und rechte Seite beide groBer als 0 sind, eine Aquivalenzumformung ist,
gezeigt wird:
a® =1b | In
Ina®” =1Inb |Potenzrechengesetz
xlna=1Inb |In

T = % | Gleichung aufgelost.

Man beachte, dafl die Division durch Ina wegen a # 1 immer zuléssig ist.

2Tatséchlich ist die Wurzel einer negativen reellen Zahl eine sogenannte komplexe Zahl. Auf komplexe Zahlen
wird im Rahmen dieses Kurses jedoch nicht eingegangen.
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8. Ungleichungen mit einer Unbekannten

In diesem Kapitel werden Techniken zur Bestimmung der Lésungsmengen von Ungleichungen
wiederholt.

8.1. Grundbegriffe

Ahnlich wie verschiedene Arten von Gleichungen existieren, gibt es auch mehrere Arten von
Ungleichungen, so unter anderem identischen Gleichungen &hnliche, die eine wahre Aussage
beschreiben, wie etwa 2 > 1 und =z + 10 > z.

Desweiteren existieren noch solche Ungleichungen, die eine enge Verwandtschaft zu den Be-
stimmungsgleichungen aufweisen. Auch ihr herausragendes Merkmal ist, daf} sie jeweils eine
unbekannte Variable enthalten, deren tatséchlich mégliche Werte unbekannt, aber durch die
Ungleichung implizit festgelegt sind, ndmlich als diejenige Werte, fiir die die Ungleichung eine
wahre Aussage ergibt. Auch eine solche Ungleichung kann also als eine Aussageform aufgefafit
werden, deren Losungsmenge die Menge all der Werte ist, die die Unbekannte in der Unglei-
chung annehmen kann, damit jene eine wahre Aussage wird. Der einzige Unterschied zwischen
Bestimmungsgleichungen und -ungleichungen besteht darin, dafl bei letzteren an der Stelle des
Gleichheitszeichens eine der Relationen >, >, <, <, # steht.

Beispiel 8.1:

a) Die Losungsmenge der Ungleichung 2z > 8 mit x als Unbekannter ist die Menge aller reellen
Zahlen, die grofler oder gleich 4 sind, also das Intervall [4, 00).

b) Die Losungsmenge der Ungleichung = + 1 < 0 mit z als Unbekannter ist die Menge aller
reellen Zahlen, die kleiner als -1 sind, also das Intervall (—oo, —1).

Auch fiir Ungleichungen existieren Umformungen, die es erméglichen, eine Ungleichung in eine
andere Ungleichung mit derselben Lésungsmenge zu iiberfiihren, und die somit wie die im voran-
gegangenen Kapitel behandelten Aquivalenzumformungen fiir Gleichungen sehr niitzlich dafiir
sind, die Losungsmenge einer Ungleichung zu bestimmen, indem mit ihrer Hilfe die Ungleichung
nach der Unbekannten aufgelost wird. Die wichtigsten dieser Umformungen sind nachfolgend
fiir a, b, ¢ € R zusammengestellt:

a< ()b = b>(>)a

a< ()b = a+c<(L)b+c
a<()bAe>0 = ca<(L)ch
a<(<)bANe<0 = ca>(>)ch

Man beachte, daf3 die Multiplikation einer Ungleichung mit einem Faktor ¢ € R, dessen Vorzei-
chen nicht bekannt ist, eine Fallunterscheidung fiir ¢ > 0 und ¢ < 0 erforderlich macht.
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Um die Losungsmenge L einer Ungleichung der Form a # b mit a und b als beliebige Ter-
me, die eine unbekannte Variable enthalten, zu bestimmen, empfiehlt es sich, zunnichst die
Losungsmenge L der Gleichung a = b zu ermitteln. Es gilt dann Ly = (Lg)C.

Beispiel 8.2:
a) Die Losungsmenge der Ungleichung 32z — 5 > 6x — (22 + 3) mit x als Unbekannter ist, wie

die Kette
3x —5> 6z — (2r+3) |Auflosen der Klammer

3r —5>6x—2x—3 | Zusammenfassen der z-Glieder
3x —5>4x—3 | +3
3r—2 >4z | =3z

2>z | Ungleichung aufgelost

von Umformungen erbringt, das Intervall (—oo, —2].

b) Um die Losungsmenge der Ungleichung % < 1 mit « als Unbekannter, an welche zusétzlich
die Forderung = # 0 erhoben wird, zu bestimmen, wird zunéchst der Fall x > 0 betrachtet.
Die Multiplikation der Ungleichung mit x fithrt dann auf die Ungleichung 5 < z. Also ist die
Losungsmenge der urpsriinglichen Ungleichung fiir x > 0 das Intervall L; = [5, 00). Fiir den Fall
x < 0 fithrt die Multiplikation der Ungleichung mit = hingegen auf die Ungleichung 5 > z. Die
Losungsmenge der urpsriinglichen Ungleichung ist folglich fiir x < 0 das Intervall Ly = (—00,0),
und die gesamte Losungsmenge ist L = Ly U Lo.

8.2. Lo6sung nichtlinearer Ungleichungen

Es existieren Arten von Ungleichungen, welche mit dem im vorangegangenen Abschnitt behan-
delten Instrumentarium allein nicht gelést werden kénnen. In diesem Abschnitt werden nun fiir
einige solcher Ungleichungen Losungsverfahren vorgestellt.

Eine Ungleichung der Form
la| < b, |a] <b, |a|>b |a|>b oder la|#b

mit a und b als beliebige Terme, die eine unbekannte Variable enthalten, heiffit Ungleichung
mit Absolutbetrag. Ist die Losungsmenge einer solchen Ungleichung zu bestimmen, sind die
nachfolgenden Aquivalenzen sehr hilfreich:

1. la]<b & a<bA—-a<b
2. la]<b & a<bA—-a<b
3. la]>b & a>bV —a>b
4. la|>b & a>bV —a>b
5. la|#b & a#bA —a#b

Diese Aquivalenzen besagen, dafi man, um die Losungsmenge L einer Ungleichung mit Absolut-
betrag zu bestimmen, die Losungsmengen L; und L9 zweier geeignet gewidhlter Ungleichungen
ohne Absolutbetrag bestimmen kann, und dann in den Fillen 1, 2 und 5 iiber die Beziehung
L =L;N Ly und in den Féllen 3 und 4 {iber die Beziechung L = L; U Ly die Losungsmenge der
Ungleichung mit Absolutbetrag erhélt.
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Beispiel 8.3:
a) Die Ungleichung = < |5 — x| ist (nach 4.) dquivalent zu

r<5-zVzer<—(5-x).

Up:= Uz:=

Die Losungsmenge der Ungleichung U; ist, wie die Kette

r<5—z |+x
20 <5 |: 2
x<5/2 | Ungleichung aufgelost

von Aquivalenzumformungen erbringt, L1 = (—o00,5/2]. Die Losungsmenge der Ungleichung Us
ist, wie die Kette

< —(5—2) |Klammer auflésen

r<-5+z |-z

0<-5 | Falsche Aussage

von Aquivalenzumformungen erbringt, Ly = (). Die Losungsmenge der urspriinglichen Unglei-
chung ist also L = L1 U Ly = (—00,5/2].
b) Die Ungleichung |6 — z| < 8 ist (nach 1.) dquivalent zu

6—x<8AN—(6—1x)<8.
—_———  —
Ui:= Usy:=
Die Losungsmenge der Ungleichung U; ist, wie man leicht nachrechnet, das offene Interval
L; = (—2,00), die Losungsmenge der Ungleichung U das offene Intervall Ly = (—o0,14). Die
Losungsmenge der urspriinglichen Ungleichung ist also L = L1 N Ly = (-2, 14).
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9. Gleichungssysteme

In den Kapiteln 7 wurde erldutert, wie fiir Bestimmungsgleichungen mit einer Unbekannten die
sogenannte Losungsmenge ermittelt werden kann. In diesem Kapitel wird nun die Beschrénkung,
daB eine Gleichung bzw. Ungleichung nur eine Unbekannte haben kann, fallen gelassen, und der
darauf aufbauende Begriff des Gleichungssystems behandelt.

9.1. Grundbegriffe

Auch Bestimmungsgleichungen mit n € N Unbekannten sind Aussageformen, haben allerdings
im Gegensatz zu Bestimmungsgleichungen mit nur einer Unbekannten nicht die Menge R son-
dern die Menge R” zur Grundmenge. Infolgedessen sind bei der Bestimmung ihrer Losungsmenge
nicht nur reelle Zahlen, sondern n-Tupel reeller Zahlen zu untersuchen. Wir werden an dieser
Stelle nur Systeme mit 2 Gleichungen und 2 Unbekannten behandeln. Andere (lineare) Systeme
werden innerhalb der linearen Algebra behandelt.

Beispiel 9.1:

a) Die Bestimmungsgleichung 4z + 222 = 6 mit #; und x5 als Unbekannten hat, wie man etwa
durch einsetzen leicht nachpriift, die Menge {(z1,x2)|z1 € R A x9 = 3—2x1} als Losungsmenge.
b) Die Losungsmenge der Bestimmungsungleichung zyze > 0 mit z; und z2 als Unbekannten
enthilt all jene Tupel (x1, x2) fiir die gilt, dafl 1 und 2 beide ungleich Null sind und das gleiche
Vorzeichen haben.

Beispiel 9.2: Die beiden Gleichungen 1 + zo = 0 und 21 — 22 = 0 bilden gemeinsam ein
Gleichungssystem. Die Losungsmenge der ersten Gleichung ist L1 = {(x1,22)|z1 € R A 29 =
—x1}, die Losungsmenge der zweiten Gleichung ist Ly = {(z1,x2)|z1 € R A z9 = 1}. Folglich
ist die Losungsmenge des Gleichungssystems L = L1 N La = {(0,0)}.

Selbstverstiandlich kénnen auch Systeme auftreten, die sowohl Gleichungen als auch Unglei-
chungen enthalten. Das oben gesagte gilt fiir deartige Systeme analog. Wir behandeln hier nur
lineare Gleichungssysteme.

9.2. Lineare Gleichungssysteme

Gleichungssysteme, deren Einzelgleichungen alle in jeder Unbekannten linear sind, heiflen linea-
re Gleichungssyteme. Derartige Gleichungssysteme treten sehr hiufig auf und sind aufgrund
ihrer einfachen Struktur sehr leicht l6sbar. Dabei gilt grundsétzlich, daf} ein lineares Gleichungs-
system entweder keine, genau eine oder aber unendlich viele Lésungen hat.
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Die bekannteste Methode zur Losung linearer Gleichungssysteme ist das Einsetzungsverfah-
ren. Dabei wird eine beliebige Gleichung GG nach einer beliebigen Unbekannten x; aufgelost,
und eben diese Unbekannte in allen anderen Gleichungen durch den Term ersetzt, welcher nach
dem Auflosen der Gleichung G auf der anderen Seite des Gleichheitszeichens steht. Auf diesem
Weg ergibt sich ein neues, um eine Gleichung und um eine Unbekannte reduziertes Gleichungs-
system. Ist nun die Losungsmenge dieses vereinfachten Gleichungssystems bestimmbar, lassen
sich iiber die nach z; aufgeloste Gleichung G auch alle erlaubten Werte von x; und somit die
Losungsmenge des urspriinglichen Gleichungssystems ermitteln. Ist die Losungsmenge des ver-
einfachten Gleichungssystems hingegen noch nicht bestimmbar, 148t sich das bereits vereinfachte
Gleichungssystem wie eben beschrieben erneut vereinfachen, usw. Die wiederholte Anwendung
solcher Vereinfachungen bildet insgesamt das Einsetzungsverfahren.

Beispiel 9.3:
a) Um die Losungsmenge des Gleichungssystems

20 +3y=14 und 4dx—y=0
— —
G1:: GQ;:

mit x und y als Unbekannten zu bestimmen, kann man zunéchst G5 nach y auflésen und erhélt
dann y = 4x. Ersetzt man nun in G; die Unbekannte y durch 4z, ergibt sich die Gleichung
2x + 3(4x) = 14. Die Losung dieser Gleichung ist offensichtlich z = 1. Mit y = 4x folgt y = 4.
Die Losungsmenge des betrachteten Gleichungssystems ist also {(1,4)}.

b) Um die Losungsmenge des Gleichungssystems

Gi: z+2y+2=2
Go: —x+2y+2=0
Gjs: dr —y=10

mit z,y und z als Unbekannten zu bestimmen, kann man zunéchst die Gleichung G3 nach y
auflésen und erhilt dann y = 4x — 10. Ersetzt man nun in G; und G2 die Unbekannte y durch
4x — 10, ergibt sich das vereinfachte Gleichungssystem

Gy o424z —10) 4+ z=2
Gs: —x +2(4x — 10) + z=0.

Gleichung G5 nach z aufgelost entspricht z = 20 — 7x. Ersetzt man nun in G4 die Unbekannte
z durch 20 — 7z, ergibt sich die Gleichung = + 2(4z — 10) 4 (20 — 7x) = 2. Es folgt x = 1, und
mit y = 4x — 10 bzw. z = 20 — 7z dariiberhinaus y = —6 und z = 13. Die Losungsmenge des
Gleichungssystems ist also {(1, —6,13)}.

¢) Um die Losungsmenge des Gleichungssystems

r+2y=3 und 22x+4y—4=0
N— ~~
GlZ: Gz;:

zu bestimmen, kann man zunédchst G; nach x auflésen und erhélt dann x = 3 — 2y. Ersetzt
man nun in G9 die Unbekannte x durch 3 — 2y, ergibt sich die Gleichung 2(3 — 2y) + 4y —
4 = 0. Diese Gleichung hat wegen 2 # 0 keine Losung. Die Losungsmenge des betrachteten
Gleichungssystems ist also die leere Menge.
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10. Grundziige der Linearen Algebra

In diesem Kapitel werden grundlegende Konzepte der Linearen Algebra wiederholt, insbesondere
das des Vektors und der Matrix.

10.1. Grundbegriffe

FEin Vektor ist ein Tupel x € R™ mit n € N. Die Zahl n heifit dabei auch Dimension des
Vektors. Anders als bei Tupeln iiblich werden die einzelnen Komponenten eines Vektors nicht
horizontal und durch Kommata getrennt aufgelistet, sondern vertikal.

Vektoren werden iiblicherweise mit kleinen lateinischen Buchstaben, ihre einzelnen Komponen-
ten durch denselben Buchstaben gefolgt von einer tiefgestellten Dimensionsangabe bezeichnet.
So bezeichnen z1, o und x3 die Komponenten des Vektors = € R3, es gilt also

T
T = T2
T3

Jeder Vektor kann sowohl als Punkt als auch als Richtung interpretiert werden, wobei jede
Komponente des Vektors mit einer Dimension eines n-dimensionalen euklidischen Raums as-
soziiert wird und im Fall der Punktinterpretation eine absolute Koordinate und im Fall der
Richtungsinterpretation eine relative Verschiebung in dieser Dimension angibt.

Beispiel 10.1: Die Punkt- und die Richtungsinterpretationen der Vektoren a = ( i’ ) und b =

( ; > werden in Abbildung 10.1 veranschaulicht. Dabei sind die durch a und b beschriebenen

Richtungen (wie iiblich) ausgehend vom Ursprung dargestellt.

Spezielle Vektoren sind der Nullvektor, dessen Komponenten alle gleich Null sind und der
mit dem Symbol 0 bezeichnet wird, und die sogenannten Einheitsvektoren. Dabei ist fiir alle
i =1,2,...,n der i-te Einheitsvektor e; genau derjenige Vektor, dessen i-te Komponente gleich
Eins und dessen andere Komponenten gleich Null sind.!

1Strenggenommen muf bei der Spezifikation von Null- und Einheitsvektoren immer angegeben werden, welche
Dimension dieser Vektor hat. Dieses wird jedoch in der Regel aus dem Kontext deutlich und daher im Regelfall
nicht expliziert.
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A A

37T 37T

2T ® b 2T b

17 * a 1 /v. a
1 1 1 = 1 1 1 =
1 0 1 2 3 x 1 0 1 2 3 x

-1 -1

(a) (®)

Eine rechteckige Anordnung reeller Zahlen

ail a2 - Ay o Gl
az; a2 - a?j te a2m
@il @i e it Qi
anl Ap2 - QApj - OGnm

mit n,m € N heiit Matrix mit n Zeilen und m Spalten oder auch n x m-Matrix (sprich: n
Kreuz m Matrix). Die a;; heilen Elemente oder Komponenten der Matrix. Dabei fungieren
i=1,...,nund j = 1,...,m als Zeilen- bzw. Spaltenindex. Verkiirzend schreibt man fiir die
oben angegebene Matrix auch (a;;), (aij),,,, oder auch nur A. Eine Matrix, die die gleiche
Anzahl von Zeilen und Spalten hat, heif3t auch quadratische Matrix.

Eine spezielle Matrix ist die Nullmatrix, deren Elemente alle gleich Null sind und die mit
dem Symbol 0 bezeichnet wird. Eine spezielle quadratische Matrix ist die Einheits- oder
Identitdtsmatrix I = (e;5),, ., welche dadurch gekennzeichnet ist, dafl alle ihre Elemente e;;
mit ¢ # j gleich Null und alle ihre Elemente e;; mit ¢ = j gleich Eins sind.

Beispiel 10.2:

ist eine 2 x 3-Matrix,

die 2 x 2-Nullmatrix und

die 2 x 2-Einheitsmatrix.
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Zu jeder Matrix A = (aij),,,.,, existiert eine sogennante transponierte Matrix B = (b;;), ..
mit a;; = bj; fiir alle ¢ = 1,...,n und 7 = 1,...,m. Diese Matrix entsteht also anschaulich
dadurch, dafl man alle Elemente der Ausgangsmatrix A an der Hauptdiagonalen spiegelt, und
wird {iblicherweise als AT (sprich: A transponiert) bezeichnet.

Beispiel 10.3: Die zur Matrix

gehorende transponierte Matrix ist

Offensichtlich gilt fiir jede beliebige Matrix A die Beziehung (AT)T = A.

10.2. Verkniipfung von Matrizen und Vektoren

Auch fiir Vektoren und Matrizen sind eine Vielzahl von Verkniipfungen definiert, welche alle
auf den vier Grundrechenarten aufbauen. Da man Vektoren als spezielle Matrizen, deren zweite
Dimension gleich Eins ist, auffassen kann, werden nachfolgend die eben erwéihnten Verkniipfun-
gen lediglich fiir Matrizen angegeben; die entsprechenden Verkniipfungen von Vektoren ergeben
sich daraus unmittelbar.

Fiir die Addition A + B zweier Matrizen A = (a;j),,,, und B = (b;;),. .., die zwingend die
gleiche Anzahl n an Zeilen und m an Spalten aufweisen miissen, zu einer Matrix C' = (¢;5)
gilt firalle:=1,...,nund j=1,...,m

nxm

Cij = Q5 + bij.
Zwei Matrizen und damit auch zwei Vektoren werden also komponentenweise addiert.

Fiir die sogenannte Skalarmultiplikation oA einer Matrix A = (ay;),,,,, mit einem Skalar

a € R mit C = (¢45),,,, als Produktmatrix fir allei =1,...,nund j =1,...,m gilt
Cz'j = ozaij.

Eine Matrix bzw. ein Vektor wird also mit einem Skalar multipliziert, indem jede Komponente
mit eben diesem Skalar multipliziert wird.

Offensichtlich gelten sowohl fiir die Addition von Matrizen als auch fiir die Skalarmultiplikation
sowohl das Kommutativ- und das Distributiv- als auch das Assoziativgesetz.

Beispiel 10.4:
a) Nachfolgend ist ein Beispiel fiir die Addition von Matrizen angegeben:
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b) Nachfolgend ist eine Beispiel fiir die Multiplikation von Matrizen mit einem Skalar angege-
ben:

3 41 9 12 3
312 5 7 |=(6 16 21
1 3 2 3 9 6

FEine Verkniipfung, die ausschliellich fiir Vektoren definiert ist, stellt das Skalarprodukt dar.
Es ist fiir zwei Vektoren a,b € R™ mit der gleichen Dimension n definiert als

a-b=ab:= Zn:aibi,
=1

also als die Summe {iiber die Produkte der sich entsprechenden Komponenten der beiden Vek-
toren. Offensichtlich ist auch die Bildung des Skalarprodukts kommutativ.

Mit Hilfe des Skalarprodukts 1483t sich der Begriff der Norm eines Vektors einfiihren, welche
die Lénge dieses Vektors im euklidischen Sinn angibt. Sie wird fiir einen Vektor x € R durch
das Symbol ||z|| beschrieben und ist definiert als

ol i= vz =

Beispiel 10.5:
a) Das Skalarprodukt der Vektoren

2 4
3 3
5 und 3
1 1
ist2-4+3-3+5-3+1-1=233.
2
b) Die Linge des Vektors x = | 3 | ist ||z]| = V22 + 32+ 12 = V14.
1

Als letzte Verkniipfung sei an dieser Stelle noch die Multiplikation von Matrizen angefiihrt.
Sie fiihrt fiir eine Matrix A = (as;),,,, als erstem Faktor und B = (b;),),,,, als zweitem Faktor
zu einer Produktmatrix C' = (cq5),,,,; es gilt dabei, daB die Spaltenzahl der ersten Faktormatrix
und die Zeilenzahl der zweiten Faktormatrix zwingend iibereinstimmen miissen, und dafl die
Produktmatrix so viele Zeilen wie die erste Faktormatrix und so viele Spalten wie die zweite

Faktormatrix aufweist. Auf Komponentenebene ist dabei fiir alle¢ =1,...,nund j=1,...,p
m
C,‘j = Z aikbk]’.
k=1

Am zweckméBigsten ist, die Multiplikation zweier Matrizen nach dem sogenannten Falkschen
Schema vorzunehmen, welches nachfolgend fiir C' = AB abgebildet ist:
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bar  bao ba; bap

bn1 bno b‘hj bhp

bml me bmJ bmp
apl a2 - ayy v Aim €11 €2 - €5 - Cip
az1 Qa2 -+ Az o A2m €1 C22 - C25 - C2p
aj1 QA2 &l " Qim Gi1 C2 -+ Cjj - Cip
Anl An2 -+ Qpl *°*  Gpm Cnl Cp2 "+ Cnj - Cpp

In diesem Schema schreibt man die erste Faktormatrix A nach links unten und die zweite
Faktormatrix B nach rechts oben. Jedes Element c¢;; der Produktmatrix, welche innerhalb dieses
Schemas rechts unten angesiedelt ist, ergibt sich, indem man das ganz links stehende Element der
i-ten Zeile von A mit dem ganz oben stehenden Element der j-ten Spalte von B multipliziert,
anschliefend das zweite Element von links der i-ten Zeile von A mit dem am zweitobersten
stehenden Element der j-ten Spalte von B multipliziert, usw., und schliefflich die Summe der
auf diese Weise bestimmten Produkte bildet.

Beispiel 10.6: Das nachfolgende Matrizenprodukt

2 11 1 2 4 5 8 14
2 3 4 2 2 3 | = 12 18 29
1 3 2 1 2 3 9 12 19
hat im Falkschen Schema die folgende Darstellung:
1 2 4
2 2 3
1 2 3
2 11 5 8 14
2 3 4 12 18 29
1 3 2 9 12 19

Alternativ kann auch sie folgt vorgegangen werden. Jede Matrix kann auch als Aneinanderrei-
hung von Vektoren (entweder Spaltenvektoren nebeneinander oder Zeilenvektoren untereinan-
der). Gegeben seien zwei Matrizen A und B. Wir bilden das Produkt A-B = C folgendermafien.
Das Element in der ersten Zeile und ersten Spalte der Matrix C' ist gleich dem Skalarprodukt
der ersten Zeile von A und der ersten Spalte von B. Allgemein ist das ¢;; Element von C' gleich
dem Skalarprodukt der i-ten Spalte von A mit der j-ten Zeile von B. Das Schema wird durch
die folgende Graphik verdeutlicht.
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47546213 2+4/5=42

Beispiel 10.7: Berechnen sie die restlichen Element der Produktmatrix C'.

Dieser Ansatz verdeutlicht auch warum die Spaltenanzahl von A gleich der Zeilenanzahl von B
sein muss (Warum?) und warum im Allgemeinen AB # BA.

Man beachte, daf} fiir die Matrizenmultiplikation zwar das Assoziativ- und das Distributivgesetzt
gelten, nicht aber das Kommutativgesetz. Es gilt also allgemein fiir Matrizen A, B und C' mit
geeigneter Zeilen- und Spaltenzahl:

A(BC) = (AB)C
AB+C) = AB+AC

Desweiteren gilt fiir die Multiplikation einer quadratischen Matrix A mit der geeigneten Ein-

heitsmatrix I
Al =TA = A.
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A. Ubungsaufgaben

Arithmetik

Aufgabe 1.1: Losen Sie die Klammern auf und fassen Sie gegebenenfalls zusammen.

a) d—2e—(f—2g) b) 5e + 3z + (3z — 4e)
c) g+ (2f—(g9+2f)) d) a+b—(2a— (b+a)—0)

Aufgabe 1.2: Multiplizieren Sie aus:

a) —z(u+wv) b) (4z —0,5y)(—2u)
¢) (2a — 3b)(4c — 5d) d) (42 —2y)(Bu+2v)(a+b+c)

Aufgabe 1.3: Klammern Sie weitmoglichst aus:

a) 49zz — ldau + 2lxy b) 6ac — 12abc + 36acg — 18acx
c) ax + 2ay + 2bx + 4by d) 2ab — 2bc + 2au — 2av — 2cu + 2cv

Aufgabe 1.4: Bestimmen Sie unter Verwendung einer der Binomischen Formeln:
a) (b — 22)? b) (a—b)?+ (b—a)?

Aufgabe 1.5: Schreiben Sie unter Verwendung von Binomen um:

a) 2522 — 202y + 4y? b) 4922 — 25y

Aufgabe 1.6: Schreiben Sie als Dezimalbruch:

a) 9/16 b) 11/15 c) 5/9

Aufgabe 1.7: Kiirzen Sie:

14 12uvwx 128axz
a) 49 b) 3vwacd1/ C) 96ayz
d) 6abc—3azx e) 25abcd—15abu+30ab f) 14a—21b
15ac—12ax 20abz—30abx 156—10a
) 4a®—20ac+25c2 h) 25u? —49v?
g 2ab—>5bc 25u2 —70uv+49v2
Aufgabe 1.8: Addieren Sie:
5 43, 9 Ty | ztz Y=z
a) 55 +5+ 35 b) 2y T 22 vz

c) 3u—12v2 6
u?2 —14uv+49v2 2u—14v
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Aufgabe 1.9: Berechnen Sie:

SR b)
Aufgabe 1.10: Vereinfachen Sie:
b_a u_q
) 15 P) 17
Aufgabe 1.11: Fassen Sie zusammen:
a) g ip?ntSym=3 b) (;12)_3 c) (3547{1;223)2

Aufgabe 1.12: Schreiben Sie mit gebrochenem Exponenten:

a) Vz b) Vit c) Vald
d)%/a e) 3/\5/?

Aufgabe 1.13: Schreiben Sie unter Verwendung von Wurzeln:

a) z%° b) 3
c) z%! d) 25

Aufgabe 1.14: Vereinfachen Sie so, dafl im Nenner keine Wurzel steht:

V2+V3
V2-/3
Aufgabe 1.15: Kiirzen Sie:

) 46y 12 b) {1/55\)/372
a 1245y8213 W\/ZF’

Aufgabe 1.16: Schreiben Sie als Logarithmus:

a) 23 =38 b) a’% =c
c) 3 =3 d) e* =1

Aufgabe 1.17: Bestimmen Sie:

a) log0,1 b) log 100
c) lne d) Ine?

Aufgabe 1.18: Berechnen Sie x aus:

a) 2logx =log125 —logh b) logz = %(log 24 + log 8 — log 3)
c) logz =log, 8

Aufgabe 1.19: Untersuchen Sie, welche der folgenden Ausdriicke gleich sind:

a) log (7, a!") b) log ([T, aib)

c) > i biloga d) nloga+ nlogh
e) > iy loga; + 31 logb; f) log(a™b")
g) nloga h) nloga; + nlogb;
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Grundziige der Mengenlehre

Aufgabe 1.1: Gegeben seien die Mengen A, B, C' und D geméif folgendem Venn-Diagramm:

Bestimmen Sie in diesem Diagramm die Mengen:
a) (AnB)\C b) B\ (AUCUD)

Aufgabe 1.2: Gegeben seien die Mengen A := {2,4,6,8,10}, B := {1,3,5,7,9}, C := {0} und
D :={0,1,2,...,10}. Bilden Sie die folgenden Mengen:

a) (ANB)UCY)\ B b) D\ (DN (AUB))

Welchen Wahrheitswert haben die folgenden Aussagen:

c) CcBcCD d) {0} €D e) 0eD

Aufgabe 1.3: Gegeben seien die Mengen A := {3,4,5,...,12} und B :={3,5,7,...,25}.

a) Wieviele Elemente besitzt A x B?
b) Fiir wieviele Elemente (i,j) € A x B gilt i # j7

Welchen Wahrheitswert haben die folgenden Aussagen?
c) (5,3) € AxB d) (7,5) e Ax B e) (17,11) e Ax B

Aufgabe 1.4: Stellen Sie die Mengen A := {(z,z)|lx € R}, B := {(z,z — 1)|]zr € R} und
C :={(xz,—x)|z € R} in der euklidischen Ebene graphisch dar. Welche Punkte enthélt A N C?
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Funktionen mit einer unabhdngigen Variablen

Aufgabe 2.1: Betrachten Sie die Funktion f(z) = a+ bx. Stellen Sie aufgrund einer geeigneten
Wertetabelle die Funktion fiir die folgenden Werte von a und b graphisch dar.

a) a=2,b=0,5 b) a=0,b=0,5
c) a=-1,b=0,5 d) a=2,b=-0,5

Aufgabe 2.2: Betrachten Sie die Funktion f(z) = a + b(x — ¢)?. Stellen Sie aufgrund einer
geeigneten Wertetabelle die Funktion fiir die folgenden Werte von a, b und ¢ graphisch dar.

a) a=2,b=1,¢c=0 b) a=2,b=1,¢c=2
c) a=2,b=2¢=0 d)a=2,b=-1,¢=0
e) a=0,b=1,¢c=0 f) a=-1,0=1,¢c=0

Aufgabe 2.3: Betrachten Sie die Funktion f(z) = ab®. Stellen Sie aufgrund einer geeigneten
Wertetabelle die Funktion fiir die folgenden Werte von a, b und ¢ graphisch dar.

a) a=1,b=2,¢c=1 b) a=1,b=2,c=-1
c)a=1,b=3,c=1 d)a=-1,b=2,c=1

Ableitung von Funktionen mit einer unabhangigen Variablen

Aufgabe 3.1: Bilden Sie die Ableitungen der folgenden Funktionen:

a) f(z) = a1 b) f(z) = 7a8

c) f(z)=a"® d) f(z)=a""

&) f(z) = 4a0% £) fla)=4

g) f(w)=3uw" h) f(w) = a?

i) flz)= Va3 j) flx)= Va3

Aufgabe 3.2: Bilden Sie die Ableitungen der folgenden Funktionen:
a) f(z) =e® b) f(z)=2"

¢) f(z)=Inz d) f(z) = loge

Aufgabe 3.3: Bilden Sie die Ableitungen der folgenden Funktionen:

a) f(r)=2x3—52%+ 4z -3 b) f(z) =222 +4Ilnz + 5e*
c) f(x)=az®—br®+cx—d d) f(x) = ax®bz’cxd
e) f(x)= abcdx® f) f(z) =az? + b — 2%e”

Aufgabe 3.4: Bilden Sie die Ableitungen der folgenden Funktionen:

a) f(z)= (2% —1)(4+22) b) f(z) = (az —b)(cz?)
c) flx)=(2-32)(1+z)(z+2) d) f(z) = 2*(4x + 6)
e) f(z)=(2?+3)z7!
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Aufgabe 3.5: Bilden Sie die Ableitungen der folgenden Funktionen:

a) flz) =23 b) f(x) = 25
¢) fla) == d) f(x) =

Aufgabe 3.6: Bestimmen Sie fiir die Funktion f(z) := ax + b die Ableitungen der folgenden
Ausdriicke:

a) /() b) ()
) 7 d) £

xT

Aufgabe 3.7: Bilden Sie unter Verwendung der Kettenregel die Ableitungen der folgenden
Funktionen:

a) f(z)= (223 — 22 +2)* b) f(z) = (243 — x(2® + 4)3)
c) f(z) =zvar® -1 d) f(z) =Vz+
e) f(x)=e® f) f(z)=In(z> —2+1)
g) f(z) = zel™) h) f(z) = =
i) fla) = £ ) fla) =ty
2
k) flo) =1 D) f@)=m (=)
m) f(2) = sra n) f@) = (z+ Va2 = 1)
0) f(z) = In(inz) p) J(2) = In——t—
Gleichungen mit einer Unbekannten
Aufgabe 4.1: Losen Sie die folgenden Gleichungen auf:
a) 2o — (3z+5)=2z+3 b) £if = i
Aufgabe 4.2: Losen Sie die folgenden Gleichungen auf:
a) Vxr—3=5 b) —2=+2z c) Ve +3=2/x—3

Aufgabe 4.3: Bestimmen Sie die Losungen folgender Gleichungen:

a) % =54 b) 5% =20

c) 222 —2x =4 d) 22 —62+9=0
e) 422 —224+4=0 f) —3z% + 322 = -6
g) 22+ 1022 -8=0 h) 27 —22% —82° =0
i) 420 —242° + 3628 =0 j) 25 -7 =0

k) 422 —36 =0 1) 32%+ 152 =18
m) 4522 + 1522 — 30z = 0 n) 34+8=0

o) 2 +x+1=0
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Ungleichungen mit einer Unbekannten

Aufgabe 5.1: Formen Sie die Ungleichung

2 n 2 < 2
_feaZ z
37 "9V =3
so um, dafl x isoliert auf einer Seite steht.

Aufgabe 5.2: Bestimmen Sie die Losungsmengen der folgenden Ungleichungen:

a) 2 4+ 1<5 b) 3£ -5<0

c) %115/4>4 d) 22 + |23 -2 -2/ <0
o Bl ) L <

g) E>1 h) 2 <2

) = <= ) B <
k)z‘g—f<—4 ) 2% —2%—-222>0

Aufgabe 5.3: Schreiben Sie als Intervall:

a) {x||r—4] <2} b) {||lz—4] <1}
c) {z|lz>2AN2<3} d) {z||lz+1] <1}

Gleichungssysteme

Aufgabe 6.1: Bestimmen Sie analytisch die Losungsmengen der folgenden Gleichungssysteme:

a) r+2y=4AN4x+10y=0 b) bz —4y=3AN2zx+y=1
c) 8&x+2y=100ANx—y=>5 d) 2x4+y=3 AN 10x+5y—10=0

Grundziige der Lineare Algebra

Aufgabe 7.1: Addieren Sie algebraisch und graphisch die folgenden Vektoren:

Da=(V)o=(5)  mae(T)e=( %)
o0:=(1)=(3)  we=(1)0=(3)

Aufgabe 7.2: Multiplizieren Sie x = ( % ) algebraisch und graphisch mit:

a) a=2 b) a=0,5
c) a=-1 d) a=1
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Aufgabe 7.3: Multiplizieren Sie x = ( (1) ) mit:

00e (2) 00 ()
00- () 0r-( %)

20 ()

Welche Regelmifigkeit fallt Thnen auf?
Aufgabe 7.4: Berechnen Sie die Lénge von

9 e=() we=() 9o (3)

Aufgabe 7.5: Bestimmen Sie die folgenden Matrizenprodukte:
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B. Losungen zu den Ubungsaufgaben

Arithmetik

Aufgabe 8.1:

a) d—2e— f+2g b) e+ 6z
c) 0 d) 3b
Aufgabe 8.2:

a) —xu— v

b) uy — 8xu

c) 8ac — 12bc — 10ad + 15bd

d) 12auz — 6auy + 8avze — davy + 12bux — 6buy + 8bvx — 4bvy + 12cux — 6cuy + 8cvxr — 4evy

Aufgabe 8.3:
a) Tx(7z — 2u+ 3y) b) 6ac(l —2b+ 6g — 3x)
c) (z+2y)(a+2b) d) 2(a—c)(b+u—wv)

o6



Aufgabe 8.4:

a) 2512 — 20xz + 422

Aufgabe 8.5:
a) (5z —2y)?
Aufgabe 8.6:
a) 0,5625

Aufgabe 8.7:

a) %
2be—

d) 260_45”;

g) Zazbc

Aufgabe 8.8:
227

Aufgabe 8.9:

a)%

Aufgabe 8.10:

a) b—a

Aufgabe 8.11:

a) w3n+m

Aufgabe 8.12:

a) 23
d) 273

Aufgabe 8.13:

2) Vi
o) i

Aufgabe 8.14:

Aufgabe 8.15:

b) 2(a® — 2ab + b?)

b) (7z — 5y)(7x + 5y)

b) 0,7333... c) 0,555. ..
b) :u—“ c) g—z
T EE
h) 5u—Tv
— U2 v
®) ) T
a—2b
b) 5~
b) =7
b) b c) ;psg(ji—bzzs
b) 3 c) 23
e) 210
b) Vat
d) Vaz2
—(5+ 2V6)
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1
a) 31@ b) /25 /g1t
Aufgabe 8.16:

a) log,8=3 b) log,c=0,5
c) logz3==x d) nl==x

Aufgabe 8.17:

a) —1 b) 2
c) 1 d)

\)

Aufgabe 8.18:
a) 5 b) 8 c) 1000
Aufgabe 8.19:

a)=c), b)=e) und d)=f)

Grundziige der Mengenlehre

Aufgabe 1.1:

~LL

a) diagonal schraffierte Fliche
b) horizontal schraffierte Fléche

Aufgabe 1.2:

o8




a) A
d) f

Aufgabe 1.3:

a) 120
d) w

b) C
e) w

b) 115
e) f
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Aufgabe 1.4:

ANC = {(0,0)}

Funktionen mit einer unabhangigen Variablen

Aufgabe 2.1:

Aufgabe 2.2:
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Aufgabe 2.3:

Ableitung von Funktionen mit einer unabhangigen Variablen

Aufgabe 3.1:

a) f'(z) = 13x!2 b) f'(z) = 422

c) f'(z)=0,252"97 d) f'(x) = —42~°

e) fl(z) =—a 1 f) f'(z)=0

&) J'(w) = ~u ) f(w)=0

) fla) = ot ) 1@ = tat
Aufgabe 3.2

a) fl(z)=¢€" b) f/(z) =2%In2

c) fllz)=a"" d) f'(z) = zm10
Aufgabe 3.3:

a) f'(z)=62%— 10z + 4 b) f'(z) =4z + 4z~! + be
c) f'(x) =3az?—2bxr+c d) f'(z) = 6abcdx®

e) f'(z) = 6abcdx® f) f'(z) = 2az — 2ze” — 2%
Aufgabe 3.4:

a) J/(x) = 2e(4+20) +2 - 1)

b) f'(z) = acx? + 2cx(azx — b)

c) fl(z)=-3(1 +95)(:c+2)+(2—3x)(w+2)+(2—39§)(1+1‘)
d) f'(z) = 2z(4x +6) +4a:

e) fl(z)=2—(2"+3)a"

Aufgabe 3.5:
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22— (2
a) f(z) = =5+

c) f/(w) ==
Aufgabe 3.6:

df(z) _
a) = a
d-1_
flz) _ —a
C) dr — (aw+b)?

Aufgabe 3.7:

a) f'(z) =422 — 22 + 2)3 (622 —
b) f'(z) =2 (2% — z(2® + 4)) (627 — (2 + 4)® — 3z(2® + 4)? - 32?)
¢) f'(z) = Var® =T+ Le(az® — 1)~ - 2az
d) f(2) = bla +a1/2)7 12 (14 Ja112)
e) f'(z)=ae™
£ [ = 2
g) fl(z) = elaz)? + gelax)
h) f(x) = —§(e) 12
i) fl(z) = (e +e(e ;3+;§i );e
i) fla)=(01-2%)"12 23)73/2(—322)
k) /) = e
h s = (=) 2 (5
m) f'(z) = a ((—23:—3)(/1naf (_3)(11137)—437—1)
/ 1 % x2-1)"1/2.2g
n) fl(z) = "2
0) /') = ik
p) f(z) = ( + (a+:c3)2)1/2 ( ) (1 i (a+x3)2)_3/2 (2(a+$3) ‘ 3932)

b) f/(a) = AT

d) f’(x) _ 2az(cx+d)—claz?+b)

(cz+d)?

b) /@) _ 9z 1 b

dx
) dfgf) _ az—(az+b)
de 2

Gleichungen mit einer Unbekannten

Aufgabe 4.1:
a) x=-15
Aufgabe 4.2:
a) r=064
Aufgabe 4.3:

a) x:%

c) z=2Vze=-1
e) keine Losung

g) v e{-1,1,2 -2}
i) x=0Vvaz=3

k) z=-3Vze=3
m)z € {-1,%,0}

o) keine Losung

__3
b) keine Losung c) z=5
b) = = logs 20
d) z=3

f) r=vV2Vr=—2
h) =z €{0,4,-2}

j) z=0Vvz=7

) z=-6vae=1

n) r=—2
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Ungleichungen mit einer Unbekannten

Aufgabe 5.1:

x> %y —1
Aufgabe 5.2:
a) (_0070) U (37 OO) b) R\ [_47 3]
c) (3.3) d) 0
e) (_0070) U (57 OO) f) (_0070) U (%7 OO)
g) (5,00) h) (—00,2) U (6,00)
1) (—OO, _2) U (17 OO) .]) (_0070) U (37 OO)
k) 0 1) (—o0,—1)U(2,00)
Aufgabe 5.3: Schreiben Sie als Intervall:
a) [2,0] b) [3,5]
Gleichungssysteme
Aufgabe 6.1:
a) =20 Ay=-8 b) z=5 ANy=—7%
c) x=2ANy=-3 d) keine Losung
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Grundziige der Lineare Algebra

Aufgabe 7.1:

a)x—{—y:(i) b)m+y=<_62

)
C)Hy:(j;) d)fvw:(f)

Aufgabe 7.2:

a) ax:<‘2l> b) az =
c) ax:<:f> d) az =

Aufgabe 7.3:

N N
= NN =
N——

a) ry =2 b) xy =2 c) zy=0
d) zy =2 e) xy=—2

Zeichnet man z und y in ein Koordinatensystem, dann sieht man, dafl xy am groiten ist, wenn

x und y genau in dieselbe Richtung zeigen, 0 wird, wenn sie senkrecht zueinander stehen und
am kleinsten ist, wenn x und y genau in entgegengesetzte Richtungen zeigen.

Aufgabe 7.4:
a) |lz|[ =1 b) ]| =2 c) |lzff =2

Aufgabe 7.5: Bestimmen Sie die folgenden Matrizenprodukte:

o (1) (3 )-[
2
3
1

4 8 2
o (1 (;g){?Q
—2 0 -3
2 4 1 1 -1 0 2 3 4
o) [ 1 -7 2 00 1 |=|1 9 -7
1 3 3 0 5 0) 1 14 3
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C. Verzeichnis mathematischer Symbole

Allgemeine Symbole der Mathematik

gleich

definitionsgeméaf gleich

ungleich

ungefiahr gleich

Additionszeichen (sprich: plus)
Subtraktionszeichen (sprich: minus)
Multiplikationszeichen (sprich: mal)
Divisionszeichen (spricht: geteilt durch)

L+ R

~

> grofer als

> grofler oder gleich

< kleiner als

< kleiner oder gleich

by Summenzeichen

1I Produktzeichen

NZ3 Quadratwurzel (sprich: Wurzel aus x)
Y n-te Wurzel aus z

ab Potenz (sprich: a hoch b)

|| Betrag von x

f:A—>B f ist Funktion von A nach B
fram—b a wird abgebildet auf b
Zahlenmengen

N Menge der natiirlichen Zahlen

Z Menge der ganzen Zahlen

Q Menge der rationalen Zahlen

R Menge der reellen Zahlen

R Menge der reellen Zahlen grofler gleich 0
Ryt Menge der reellen Zahlen grofler als 0
R™ n-faches kartesisches Produkt von R
[a, b] Geschlossenes Intervall

(a,b) Offenes Intervall

(a,b] Linksoffenes Intervall

[a,b) Rechtsoffenes Intervall
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Spezielle Zahlen

e Eulersche Zahl, e ~ 2, 718281828

T Pi, Kreiszahl, m =~ 3, 141592654

o0 Unendlich

Logik

A Konjunktion (sprich: und)

Y Disjunktion (sprich: oder)

—-A, A Negation (sprich: nicht)

A=B Implikation (sprich: wenn A, dann B)

A& B Aquivalenz (sprich: A genau dann, wenn B)
A< B Definition (sprich: A nach Definition genau dann, wenn B)
Jz Existenzquantor (sprich: es gibt ein )

YV Allquantor (sprich: fiir alle x)
Mengenlehre

ist Element von

ist nicht Element von

Leere Menge

Menge aller z mit der Eigenschaft A(z)

A~ =SSR M

8

——
—
P
2
—

|A| Miichtigkeit von A

U Vereinigungsmenge (sprich: vereinigt mit)
N Schnittmenge (sprich: geschnitten mit)

\ Differenzmenge (sprich: minus)

C Teilmenge von

C echte Teilmenge von

CqA Komplement von A beziiglich Q2

p(A) Potenzmenge von A

AXx B Kartesisches Produkt von A und B

(a,b) Geordnetes Paar aus a und b (Tupel)

(a1y...,ap) n-Tupel

Ableitungen

df(z) () Erste Ableitung von f(x)

T

d f(=z )’f”( ) Zweite Ableitung von f(x)

d x?
dz& ) ¢n " (x) n-te Ableitung von f(z)
T —a Konvergenz von x gegen a (sprich: x gegen a)
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Lineare Algebra

[|al| Norm oder auch Linge des Vektors a

(@ij)nxm Matrix mit n Zeilen, m Spalten und den Elementen a;;
AT Transponierte Matrix zu A (sprich: A transponiert)
A1 Inverse Matrix zu A

|A] Determinante von A
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D. Das griechische Alphabet

Ublicherweise werden in mathematischen Texten Objekte aller Art wie beispielweise Varia-
blen und Funktionen nicht nur mit lateinischen, sondern auch mit griechischen Buchstaben
bezeichnet. Aus diesem Grund ist fiir die fliissige Lektiire solcher Texte Kenntniss zumindest
der gebrauchlichsten griechischen Buchstaben recht hilfreich. Nachfolgend ist eine Aufstellung
aller griechischen Grof- und Kleinbuchstaben angegeben.

Bezeichung Grofibuchstabe | Kleinbuchstabe
Alpha

Beta

Gamma

Delta

Epsilon

Zeta

Eta

Theta

Iota

Kappa
Lambda

My (sprich: mii)
Ny (sprich: nii)
Xi

Omikron

Pi

Rho

Sigma

Tau

Ypsilon

Phi

Chi

Psi

Omega

2 @® R

[ Yy

0,9

P, e
ag,q

DexeRNMyEHQOQUNZEER~oTNTODOWe
QUMYX T >

<
M
I S
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