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1 Einfiihrung

1.1 Mathematische Aussagen

Die meisten mathematischen Aussagen fallen in eine der folgenden Kategorien

1. Objekt a hat die Eigenschaft P.
2. Alle Objekte des Typs T haben die Eigenschaft P.
3. Es existiert ein Objekt des Typs T, das die Eigenschaft P hat.

4. Wenn Aussage 1, dann Aussage 2

Beispiele:

A: 5 ist eine Primzahl

B: Alle Primzahlen sind ungerade

C: Es existiert eine Primzahl, die gerade ist

e D: Wenn x > 7, dann x? > 47

Bonn ist die Hauptstadt von Deutschland

Aussagen

e sind entweder WAHR oder FALSCH

e sind entweder einzelne Aussagen oder konnen mit den logischen Operatoren UND (A),
ODER (V), NICHT (), IMPLIZIERT ( = ), IST AQUIVALENT ( <= ) und den Quan-
toren (ALLQUANTOR(V), EXISTENZQUANTOR (3J)) beschrieben werden

1.2 Logische Operatoren
1.2.1 UND (A, Konjunktion)
Beispiele:

o (MA liegt in BW) A (5 ist eine Primzahl)

e (James Brown ist tot) A (Donald Trump lebt)

Der Wahrheitsgehalt einer Konjunktion wird durch die folgende Wahrheitstabelle definiert

| AAB |
\%\%
f
f
f

- =% 2|

B
\%
f
w
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1.2.2 ODER (V, Disjunktion)
Beispiele:

o (MA liegt in BW) V (5 ist eine Primzahl)

e (James Brown ist tot) V (Donald Trump lebt)

Der Wahrheitsgehalt einer Disjunktion wird durch die folgende Wahrheitstabelle definiert

|A|B|AVB|
w | w w
w | f w
f|lw w
f|f f

1.2.3 NICHT (-, Negation)
Beispiele:

e —(5 ist eine Primzahl)

e —(Donald Trump ist tot)

Der Wahrheitsgehalt einer Aussage wird durch die Negation umgekehrt

‘A‘—!A‘B‘—!(A/\B)‘
w f |w f

w f f w

f w | w w

f | w f w

1.2.4 IMPLIZIERT (=)

Beispiele:
e Wenn (A) sie mehr als 90 Punkte erreichen, dann (B) bekommen sie die Note 1,0.

e Wenn (A) sie mehr als 90 Punkte erreichen, dann (C) ist 7t > 3.

Der Wahrheitsgehalt einer Implikation wird durch die folgende Wahrheitstabelle definiert:

|A|B|A = B|
w | w w
w | f f
flw w
f|f w



Warum ist die Implikation wahr, wenn die erste Aussage FALSCH ist? Nehmen wir als Beispiel
die obige Implikation
mehr als 90 Punkte — Note=1,0

Die ersten zwei Falle sind (hoffentlich) klar. Was passiert wenn der Student weniger als 90 Punkte
erreicht? Er bekommt entweder eine 1,0 oder nicht! Wichtig ist, dass keine dieser beiden Situa-
tionen die Implikation unwahr macht (Aber auch nicht wahr). Mathematiker haben sich dafiir
entschieden, dass eine Implikation so lange wahr ist, bis das Gegenteil bewiesen ist. Deshalb ist
die Implikation auch in den Féllen wahr, in denen die erste Aussage falsch ist.

Regel zum Merken: Aus einer falschen Aussage lésst sich alles ableiten!

Beispiel 1.1. Sind die folgenden Implikation wahr oder falsch?

1.2=3 = 24+1=3+1

2. Wenn der Miirz 31 Tage hat, dann sind Hunde Siugetiere

Das zweite Beispiel zeigt, dass Implikation nicht mit einem Kausalzusammenhang gleichzusetzen
ist.
Die Kontraposition Die Kontraposition stellt die Negation der Implikation dar.

-B — -A

Die Kontraposition ist Grundlage vieler Beweise und basiert auf der logischen Aquivalenz von
Implikation und Kontraposition

(A = B) <= (B = -A)

Es gibt Situationen, in denen sich die Kontraposition einfacher beweisen ldsst.




1.2.5 Notwendige und Hinreichende Bedingungen

Gegeben sei die Implikation
A = B

Hier ist

e B eine notwendige Bedingung fiir A
,d.h. wenn Aussage A wahr ist, ist notwendigerweise auch Aussage B wahr. A kann ohne B
nicht wahr sein.

e A eine hinreichende Bedingung fiir B
, d.h. um zu zeigen, dass Aussage B wahr ist, ist es hinreichend, dass Aussage A wahr ist.

Beispiele

e Wassertemperatur < 0 = Wasser gefroren

- Notwendig: Ohne gefrorenes Wasser kann die Temperatur nicht negativ sein.

— Hinreichend: Wenn ich weifs, dass die Temperatur negativ ist, MUSS das Wasser gefro-
ren sein.

Mit dem Kopf durch die Wand = Kopfschmerzen

- Notwendig: Ohne Kopfschmerzen kann ich nicht (wortwortlich) durch die Wand gehen.

- Hinreichend: Wenn ich mit dem Kopf durch die Wand gehe , sind Kopfschmerzen un-
ausweichlich.

Lewis Hamilton gewinnt = Mercedes gewinnt

- Notwendig: Ohne dass Mercedes gewinnt kann Lewis Hamilton nicht gewinnen

- Hinreichend: Wenn Lewis Hamilton gewinnt, gewinnt automatisch auch Mercedes.

Hore Lieblingssong = Habe Gliicksgefiihle

- Notwendig: Ohne Gliicksgefiihle kann es nicht mein Lieblingssong sein.

- Hinreichend: Wenn ich meinen Lieblingssong horen, folgen Gliicksgefiihle automatisch.

x,y sind Primzahlen = g¢g¢T(x,y) =1
- Notwendig: Ohne dass der grofste gemeinsame Teiler 1 ist, konnen x, y keine Primzah-
len sein.

— Hinreichend: Da Primzahlen nur durch sich selbst und 1 teilbar sind, muss der grofite
gemeinsame Teiler 1 sein.

x ist gerade = x? ist gerade

- Notwendig: Ohne dass x? gerade ist, kann x nicht gerade sein.

- Hinreichend: Wenn x gerade ist folgt daraus, dass auch x? gerade ist.



1.2.6 IST AQUIVALENT, (<)

Zwei Aussagen A und B sind dquivalent, wenn sie sich gegenseitig implizieren, d.h.

(A= B)A(B = A)

A und B sind dquivalent, wenn sie sich gegenseitig implizieren
(A= B)A(B = A)

e Man muss also die Implikation in beide Richtungen beweisen um die Aquivalenz zu etablie-
ren

Man schreibt dann A <= B

Anders ausgedriickt miissen A und B entweder gemeinsam wahr oder falsch sein

e Zwei Aussagen A und B sind logisch dquivalent, wenn A und B die gleiche Wahrheitstabelle
besitzen

e Englisch: ,ift”, oder ,if and only if”. Deutsch bezeichnet: ,dann und nur dann” oder ,wenn
und nur wenn”

Beispiel 1.2. Wahrheitstabelle fiir A <= B

A/B|/A=—B|B=—=A|(A= BN A<= B
(B = A)

w | w w w w w

w | f f w f f

flw w f f f

flf w w w w

Beispiel 1.3. Logische Aquivalenz von (A => B) und (AAB)V —A

|A|B|AAB|-A|(AANB)V-A | A B |

888
S gxgﬂ

f
f
w

S

1.3 Quantoren
1.3.1 EXISTENZQUANTOR (3)

Der Existenzquantor impliziert, dass es ein Element einer Menge gibt, dass eine bestimmte Eigen-
schaft besitzt

e Es existiert eine reelle Zahl x, so dass x2 +2x+1 =0
I(x € R)(x* +2x+1=0)

e Es existieren ganze Zahlen p, g, so dass g =2

I(pez)3g e Z) <Z = \/§>
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1.3.2 ALLQUANTOR (V)
Der Allquantor impliziert, dass eine Aussage fiir alle Elemente einer Menge Giiltigkeit besitzt.
e alle Quadrate reeller Zahlen sind positiv
V(x € R)(x* > 0)

e Es gibt keine grofste natiirliche Zahl
V(n € N)3(m € N)(m > n)
Achtung: die Reihenfolge der Quantoren ist wichtig. Die Aussage
3(n € N)(Vm € N)(n > m)

ist falsch!

1.4 Regeln
1.4.1 Kommutativitat
AANB < BAA

AVB < BVA

1.4.2 Assoziativitat

(BAC) < (ANB)

AV )
1.4.3 Distributivitat

AN(BVC) < (ANB)V(ANC)

\Y% ) (AvV (AVCQC)
1.44 Doppelte Negation

—(mA) —= A
1.4.5 de Morgan’'sche Regeln
=( ) <= (nAV-B)



1.4.6 Kontraposition

(A = B) <= (-B = -A)



2 Mengen und Funktionen

Wir wollen hier noch einmal formal das Konzept der Funktion darstellen. Dazu betrachten wir
zwei Mengen A und B. Grundsitzlich kann zwischen den Elementen der beiden Mengen jede nur
erdenkliche Beziehung (oder keine) bestehen. Z.B. kdnnte die Menge A aller Erwachsenen und
die Menge B aller Kinder sein. Dann kann eine Relation ist Kind von”definiert werden. Der Funk-
tionsbegriff limitiert die Beziehung zwischen den zwei Mengen in zweierlei Hinsicht. Bei einer
Funktion muss jedem Element von A genau ein Element in B zugeordnet sein.

Hier heifst die Menge A Definitionsbereich und die Menge B Wertebereich. Nicht alle Elemente im
Wertebereich miissen mit Elementen im Definitionsbereich verkniipft sein, zum Beispiel kann
fiir die Funktion y = x? der Wertebereich R angenommen werden (der auch negative Elemen-
te enthalt).

Definition 2.1. Funktion: Eine Funktion ist eine Beziehung zwischen zwei Mengen X und Y, in der JE-
DEM Element des Definitionsbereichs (X) GENAU EIN Element des Wertebereichs (Y) zugeordnet wird.
Geschrieben als f : X —Y

Das Konzept einer Funktion umfasst die folgenden vier Flle:
Definition 2.2. Funktionstypen

1. Eine Funktion f : X — Y heifit injektiv, wenn jedem Element des Wertebereichs hdchstens ein
Element des Definitionsbereichs zugeordnet ist.

(Va1 x2 € X)(f(x1) = f(x2) = 11 = x2)

2. Eine Funktion f : X — Y heifit surjektiv, wenn jedem Element des Wertebereichs mindestens ein
Element des Definitionsbereichs zugeordnet ist.

(Vy € V)(3x € X)(y = f(x))

3. Eine Funktion f : X — Y heifit bijektiv, wenn sie injektiv und surjektiv ist, d.h. fiir jedes y gibt es
GENAU EIN x, sodass f(x) =y

4. Der Rest der Funktionen ist weder injektiv noch surjektiv.

Die Abbildungen auf der nichsten Seite verdeutlichen dies.
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Xy \ / Y1
X, Y2
X3 Y3
X4 Ya
X5 Ys
Funktion Injektive Funktion
X Y X Y
Xy Y1
Xy \ / Y2
X3 \ ( Y3

Surjektive Funktion Injektiv und surjektiv (=bijektiv)
X Y X Y
X1 Y1
X, Y2

X3 Y3

X4 Ya
X5 Ys

Keine Funktion Keine Funktion

Abbildung 1: Funktionen

Beispiel 2.1. Zeigen Sie, dass eine lineare Funktion mit Definitions- und Wertebereich R bijektiv ist.
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Beispiel 2.2. Gegeben sei die Funktion f(x) = x2. Wiihlen sie Definitions- und Wertebereich, so dass die
Funktion

1. weder surjektiv noch injektiv ist. 3. surjektiv aber nicht injektiv ist.

2. injektiv aber nicht surjektiv ist. 4. bijektiv ist.

Oft werden Funktionen wie folgt geschrieben

f:{IR—HR

x — x2

Wir werden in diesem Kurs diese Funktion vereinfacht schreiben als

f(x) =x* oder y=x*

Wenn nicht ausdriicklich aufgefiihrt wird der grofitmogliche Definitionsbereich in den reellen Zah-
len angenommen.

Wir fithren jetzt die Umkehrfunktion ein. Umkehrfunktionen existieren fiir bijektive Funktionen.

Definition 2.3. Es sei f(x) eine bijektive Funktion. Die Umkehrfunktion von f(x) ordnet jedem Element
des Wertebereichs genau ein Element des Definitionsbereichs zu. Es gilt dann fiir jedes Element des Defini-

tionsbereichs
FHf() =

Anmerkung:

1. Die Umkehrfunktion ist graphisch das Spiegelbild von f(x) mit der Winkelhalbierenden (45 Grad
Linie) als Spiegelachse.
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2 f#/f

Beispiel 2.3. Finden sie die Umkehrfunktion zu den folgenden Funktionen und zeichnen sie den Graphen
der beiden Funktionen.

1. f(x)=5-3x 2. f(x)=x° 3. Hat f(x) = x* eine Um-
kehrfunktion?

Bisher wurden (meist) nur Funktionen einer Variablen behandelt. In der Volkswirtschaftslehre be-
gegnen uns aber stindig Funktionen, in denen eine Zielvariable von mehreren unabhéngigen Va-
riablen bestimmt wird. Beispiele sind:

1. Nutzenfunktionen. Hier ist der Gesamtnutzen einer Person abhidngig vom Konsum mehrerer
Giiter
2. Produktionsfunktionen. Hier ist die Produktionsmenge abhédngig von der Menge der einge-
setzten Produktionsfaktor (z.B. Kapital und Arbeit)
Wir definieren zundchst den n-dimensionalen Euklidischen Raum mittels des kartesischen Pro-
dukts und dann die reelle Funktion mehrerer Variablen.

Definition 2.4. (Kartesisches Produkt) . Das kartesische Produkt zweier Mengen A und B wird A x B
geschrieben und bezeichnet die Menge von 2-Tupeln

[(a,b) :a € AND € B|

Wenn immer die gleiche Menge R verwendet wird erhilt man R" = R x R x .... x R, den Euklidischen

n x
Raum, in dem jeder n-dimensionale Punkt mit einem n-Tupel reprisentiert wird

(xll x2/ x3/ ceeey xn)

13



Beispiel 2.4. Finden sie das Kartesische Produkt von zwei 6-seitigen Wiirfeln.

Definition 2.5. Eine reelle Funktion mehrerer Variablen ist eine Funktion mit Definitionsbereich A C
R" (mit n > 1) und Wertebereich B C R, z.B. f : R" — R, die jedem n-dimensionalen Punkt im
Definitionsbereich genau einen Punkt im Wertebereich zuordnet.

Beispiel 2.5. :
1. f:R* =R f(x,y) =22+
2. Eine Nutzenfunktion iiber n Giiter U(x1, X2, ...., Xn) — R

3. y=f(x)

Meist werden Funktionen mit zwei Variablen behandelt um den Sachverhalt einfacher zu gestal-
ten. Wir werden das zunéchst auch tun. Die Verallgemeinerung auf n Variablen ist im Anschluss
nicht so schwer.

Eines unserer Hauptziele ist es Funktionen von zwei oder mehr Variablen mit und ohne Neben-
bedingungen zu optimieren. Dazu miissen wir viele Konzepte der Optimierung von Funktionen
einer Variablen auf Funktionen mehrerer Variablen tibertragen (Stetigkeit und Differenzierbarkeit)
und einige neue Konzepte (partielle Ableitung, Hohenlinien, Differential) hinzuftigen. Damit be-
ginnen wir im nichsten Kapitel.

Zu guter Letzt wollen wir noch Vektoren einfiihren. Ein Punkt im Euklidischen Raum kann ndmlich
entweder durch ein n-Tupel oder durch einen n-dimensionalen Vektor dargestellt werden.

Definition 2.6. (Vektor in R") Ein n-dimensionaler Vektor in R" ist ein n-Tupel reeller Zahlen. Wir schrei-
ben den (Spaltenvektor)
X1
X2
x=|.|€eR" mit x;ecRmitl<i<n

Xn

1. Die Transponierte des Vektors x wird als x' geschrieben und ist der korrespondierende Zeilenvektor

X'=[x1 x ... x4

2. Vektoren (gleicher Dimension) konnen addiert (subtrahiert) oder mit einer reellen Zahl A multipliziert

werden.
X1 Y1 X1+ Axq
X2 Y2 X2+ 12 Axo
X+y=|.|+|.]|= . Ax =
Xn Yn Xn + Yn Axy

14



3. Ein Punkt im Euklidischen Raum kann also auch als Vektor dargestellt werden. Der Vektor ist ein
Pfeil vom Ursprung zum Punkt und hat somit auch eine Linge.

4. Der Betrag (auch Norm genannt) (Linge vom Ursprung) eines Vektors x ist definiert als

Il = /52 + 23+t 22

5. Vektoren mit ||x|| = 1 werden als Einheitsvektoren bezeichnet. ﬁ ist ein Einheitsvektor, da

Il -

Beispiel 2.6. Gegeben seien folgende Skalare und Vektoren
1 2 10

a= (2 b= 13 c= 1|5 e=3 f=-4
3 4 0

1. a+b 3. ea 5. ||al|

X
]

Berechnen Sie

a_
[l

2. b—c 4. fe 6. |

15



3 Funktionen mehrerer Variablen

In diesem Kapitel geht es darum bekannte Konzepte aus der Analyse von Funktionen einer Va-
riablen (wie z.B. Stetigkeit) auf Funktionen von mehreren Variablen zu {ibertragen. Wir werden
zunidchst noch einmal die ”“einfache” Version wiederholen.

3.1 Funktionale Grenzwerte

Hier interessieren wir uns dafiir was mit einem Funktionswert f(x) passiert, wenn der Wert der
unabhéngigen Variablen x einem Wert xo immer ndher kommt (aber nie gleich xo wird). Einfach
ist dies bei einer Funktion wie

f(x) =3x—-2

Was passiert mit dem Funktionswert wenn x der Zahl xp = 2 immer ndher kommt? Man kann hier
einfach x = 2 in die Funktion einsetzen um zu zeigen, dass

lim(3x —2) =3-2-2=4

x—2

Wir lesen “Limes (oder Grenzwert) von (3x — 2) mit x gegen 2 gleich 4”.

Was aber, wenn wir den Grenzwert von f(x) = @Tfl an der Stelle xg = 0 berechnen wollen?
et —1
lim
x—0 X

Einsetzen liefert %. Das Problem ist, dass die Funktion an dieser Stelle nicht definiert ist. Wir
konnen den Funktionswert fiir Werte von x nahe 0 berechnen um eine Idee iiber den Grenzwert
zu bekommen.

X -1 | -0.1 | —0.001 | —0.0001 | 0.0 | 0.0001 | 0.001 | 0. 1
f(x) | 0.632 | 0.956 | 0.999 1.000 * | 1.000 | 1.001 | 1.052 | 1.718

* nicht definiert

Tabelle 1: Werte von f(x) = (e¥ — 1)/x, wenn x nahe bei 0 ist

Wir sehen, dass die Funktion gegen den Grenzwert 1 konvergiert wenn x gegen 0 geht. Dies ist
zwar kein formaler Beweis aber richtig, wie der folgende Graph zeigt.

16



A
31
21
e*-1

flx) = =
/-

t » X

-2 -1 1 2

Der Kreis auf dem Graph zeigt, dass die Funktion an der Stelle x = 0 nicht definiert ist. Wir
wollen hier ein intuitives Verstandnis fiir den Grenzwert erlangen und verzichten deshalb auf
eine rigorose Formulierung.

Definition 3.1. : Grenzwert. Der Ausdruck

lim f(x) = A

X—rXq

bedeutet, dass f(x) beliebig nah am Grenzwert A gewiihlt werden kann, wenn man x hinreichend nah (aber
nicht gleich) an xo wihlt.
Zu beachten:

1. Der Punkt, an dem wir den Grenzwert untersuchen, muss nicht teil des Definitionsbereichs sein. Man
muss sich diesem Punkt nur beliebig nithern konnen.

2. Wir sind nicht an f(xo) interessiert, sondern an f(x) wenn x gegen xo geht.
3. Wir miissen x-Werte auf beiden Seiten von xo betrachten.
4. Esist moglich, dass der Grenzwert nicht existiert.
Beispiel 3.1. Wir zeigen hier, dass sich der Grenzwert einer Funktion vom Funktionswert unterscheiden

kann. Gegeben sei die Funktion
5 fiirx #0
fla) = { !

1 firx=0

Definition 3.2. : Links- und rechtsseitiger Grenzwert

17



Um den linksseitigen Grenzwert zu bekommen (sollte er existieren) nihert man sich xo mit x-Werten an,
die kleiner als xq sind. Wir schreiben

Jm f (x)

Um den rechtsseitigen Grenzwert zu bekommen (sollte er existieren) nithert man sich xo mit x-Werten an,
die grofder als xq sind. Wir schreiben

lim f(x)
xT—xo

Wir {iben jetzt ein wenig Aussagenlogik, denn wir miissen des Ofteren zwischen notwendigen
und hinreichenden Bedingungen unterscheiden. In diesem Fall ist beides gegeben.

Theorem 3.1. Die Gleichheit des links- und rechtsseitigen Grenzwertes ist notwendige und hinreichende
Bedingung fiir die Existenz des Grenzwertes.

1. Notwendig: Wenn der Grenzwert existiert, miissen rechts- und linksseitiger Grenzwert iibereinstimmen

(Grenzwert von f(x) an der Stelle xg existiert) —> < lim f(x)= lim f (x))

XT =X xT—xg

2. Hinreichend: Wenn links- und rechtsseitiger Grenzwert iibereinstimmen existiert der Grenzwert

< lim f(x)= lim f (x)) = (Grenzwert von f(x) an der Stelle x( existiert)

X~ —Xp xt—xg

3. Notwendig und hinreichend ( <= ):

( lim f(x) = lim f(x)) <= (Grenzwert von f(x) an der Stelle x existiert)

X~ —Xg xt—xg
Notiz: Die Implikation ( = ) wird im Englischen in Beweisen oft mit "if” und die Aquivalenz ( <= ) oft
mit "iff”’(= if and only if) abgekiirzt.

Definition 3.3. : Nicht-Existenz von Grenzwerten

1. Der Grenzwert einer Funktion existiert nicht, wenn der linksseitige Grenzwert nicht gleich dem
rechtsseitigen ist. Formal existiert der Grenzwert nicht, wenn

lim f(x) # lim f(x)

X~ =X xt—xg

2. Da oo oder —oo keine Zahlen sind, existiert der Grenzwert nicht, wenn f(x) bei der Anniherung von
x an xg immer grofer (oder kleiner) wird. Formal existiert der Grenzwert nicht, wenn

xlgralof(x) = oo oder xllg}gf(x) = —00

Abbildung 2 verdeutlicht diese zwei Fiille.

Oft konnen wir die betreffende Funktion umformen, um den Grenzwert zu bestimmen. Diese
Fahigkeit basiert auf dem folgenden Theorem

Theorem 3.2. Wenn die Funktionen f und g gleich sind fiir alle x in der Nihe von xo, aber nicht notwen-
digerweise fiir x = xq, dann gilt
lim f(x) = lim g(x)

X—X0 X—X0

18



immer dann, wenn einer der beiden Grenzwerte existiert.

Beispiel 3.2. : Berechnen sie die Grenzwerte oder zeigen sie, dass der Grenzwert nicht existiert

. lim3x2+3x—18 2 lim |x — 2|
X2 x—2 x—=2 x—2
Vo i
Al |
| y = z
; y = f(x) |
/ : > I } ; E ) ——
/ X, X 5 =2 =3 —~2 —i 1 x

Abbildung 2: Grenzwerte existieren nicht

Grenzwert fiir reelle Funktionen mehrerer Variablen Wir werden den Fall des funktionalen
Grenzwertes fiir Funktionen mit mehreren Variablen intuitiv behandeln. Eine reelle Funktion meh-
rerer Variablen y = f(x) ordnet jedem n-dimensionalen Punkt (oder Vektor) in R" einen Wert im
eindimensionalen Raum R zu.

f:R" =R

Der Grenzwert der Funktion (wenn existent) ist also weiterhin eine reelle Zahl. Was sich dndert ist,
dass nun ein n-dimensionaler Vektor als Input dient und dass man somit den Funktionswert f (x)
betrachtet, wenn sich x dem Vektor xg ndhert.

o S
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Definition 3.4. Regeln fiir Grenzwerte: Wenn lim f(x) = A und lim g¢(x) = B, dann gilt

X— X0 X—X0

1. lim (f(x)+g(x))=A+B

2. Jim (f(x) -g(x)) = A-B
5 1im 2% _ —f iir B # 0

x%x <(x)
4. hm [f(x)] A" (A" ist definiert und r € R)

Beispiel 3.3. Berechnen sie die folgenden Grenzwerte (c ist eine Konstante)

1. limc¢ 3. lim (x* + 5x)

X—Xo x——2

2 mx e 1

3.2 Stetigkeit

Wir werden zundchst Stetigkeit definieren und uns dann den Eigenschaften von stetigen Funktio-
nen zuwenden

3.2.1 Definition

Vom funktionalen Grenzwert bis zur Definition von Stetigkeit ist der Weg nicht weit. Bei einer
Funktion von nur einer Variablen haben wir Stetigkeit folgendermafien definiert:

Definition 3.5. Stetigkeit einer Funktion von einer Variablen:

e Wenig formal: Eine Funktion ist stetig, wenn sie ohne absetzen mit einem Stift gezeichnet werden
kann.

o Formaler: Eine Funktion ist an der Stelle xg stetig, wenn
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1. Die Funktion an der Stelle xq definiert ist.
2. Wenn der Grenzwert der Funktion an der Stelle x( existiert.

3. Wenn der Grenzwert der Funktion an der Stelle x( gleich f(xo) ist

lim f(x) = f(xo)

X—rXq

Eine Funktion heif$t stetig wenn sie an allen Punkten ihres Definitionsbereichs stetig ist.

Mann sieht, dass es fiir Punkte im Definitionsbereich darum geht, ob der Grenzwert gleich dem
Funktionswert ist.

Vorsicht. Wie eben beschrieben muss eine Funktion an einem Punkt definiert sein, um an diesem
Punkt stetig sein zu konnen. Das heifst NICHT, dass eine Funktion an einer Stelle, an der die Funk-
tion nicht definiert ist, unstetig ist. An Punkten, an denen die Funktion nicht definiert ist, stellt sich
die Frage nach Stetigkeit erst gar nicht. Beispiel:

Dies ist eine stetige Funktion, da sie an allen Punkten ihres Definitionsbereichs (maximal D =
R\ {0}) stetig ist. Die Tatsache, dass die Funktion an x¢ = 0 nicht definiert ist, macht hier keinen
Unterschied.

Intuitiv bedeutet dies, dass eine Funktion y = f(x) an einem Punkt xj stetig ist, wenn kleine Ab-
weichungen in der unabhédngigen Variablen (x) in der Ndhe von xp auch nur kleine Abweichungen
im Funktionswert in der Nahe von f(xg) verursachen. Die folgenden zwei Graphen verdeutlichen
dies.

Beispiel 3.4. Sind die folgenden Funktionen an der angegebenen Stelle stetig?

.XS;ianxO:—l 5 x<0
X 3. f(x) =<1 x=0anxg=0
5 x>0
54+43x x>0 x24+4 x>0
2. f(x) = ~— anxp=0 4, xX) = ~ anxg=0
f() {4—2x x<0 70 f() {4—|—x x<o 7

Stetigkeit von Funktionen Mehrerer Variablen Die Definition von Stetigkeit fiir eine Funktion
mehrerer Variablen kann mit kleinen Anderungen iibernommen werden.

21




y = f(x)

.
\

:x;""""""
>y

=
e

Abbildung 3: Stetige Funktion Abbildung 4: Unstetige Funktion

Voa

(%)

R
Ka b
>y

0 1

Abbildung 5: Unstetig in zwei Punkten

Definition 3.6. Stetigkeit einer Funktion mehrerer Variablen: Eine Funktion f(x) ist an der Stelle x stetig,
wenn

1. Die Funktion am Punkt xq definiert ist.
2. Wenn der Grenzwert der Funktion am Punkt xq existiert.

3. Wenn der Grenzwert der Funktion an der Stelle xq gleich f(xo) ist
lim f(x) = f(xo)

X—Xq

Eine Funktion heifit stetig, wenn sie an allen Punkten ihres Definitionsbereichs stetig ist.

3.2.2 Eigenschaften von Stetigen Funktionen

Nachdem in Definition 3.4 die Eigenschaften der Grenzwerte gezeigt wurden und die Definition
der Stetigkeit eng mit der Definition des Grenzwertes verbunden ist, sollten die folgenden Eigen-
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schaften stetiger Funktionen keine allzu grofie Uberraschung darstellen.

Definition 3.7. Wenn die Funktionen f und g in x stetig sind, so gilt:

1. f+gund f — g sind stetig in xo
2. f-gund f/g sind stetig in xo (fiir g # 0)

Beispiel 3.5. Zeigen sie, dass f(x) = x und g(x) = c (c=konstante) stetig sind.

Mit unserem neu gewonnenen Wissen aus Beispiel 3.5 konnen wir die Eigenschaften in Definition
3.7 nutzen um zu zeigen, dass viele andere Funktionen stetig sind.

Beispiel 3.6. Zeigen sie, dass die folgenden Funktionen stetig sind:

1. f

M W N
-

— —~ —~ ~—~ —
N— N— \>_</ N~— S~—
I
)
=

N

Wir konnen dieses (bemerkenswerte) Ergebnis wie folgt zusammenfassen:
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Definition 3.8. Jede Funktion, die aus stetigen Funktionen durch Kombination einer oder mehrerer der
folgenden Operationen erzeugt werden kann, ist stetig in allen Punkten, in denen sie definiert ist.

e Addition e Multiplikation o Verkettung wie in f[g(x)]

o Subtraktion e Division (wenn definiert)

Beispiel 3.7. Bestimmen sie, fiir welche Werte f(x) und g(x) stetig sind

1 f(x) = 225555 2. g(x) = (2 +2) (P + 1) + A

3.3 Differenzierbarkeit

Jeder Kursteilnehmer kann hoffentlich die erste Ableitung von f(x) = 3x2 bilden!, aber es ist
wahrscheinlich weniger klar, dass auch die Ableitung ein Grenzwert ist. Genauer gesagt ist die
Ableitung einer Funktion der Grenzwert des Differenzenquotienten

Definition 3.9. Die Ableitung der Funktion f an der Stelle xo wird mit f'(xo) bezeichnet und ist gegeben

durch
(%) = lim flxo+Ax) = fxo) _ . f(¥) = f(x0)

X—rXxQ Ax X—X0 X —Xo

Notiz: Ax = x — xo Wenn dieser Grenzwert existiert, ist die Funktion an xo differenzierbar und gibt die
Steigung der Tangente der Funktion f(x) am Punkt xy an.

Theorem 3.3. Wenn eine Funktion in einem Punkt differenzierbar ist, dann ist sie dort auch stetig.
Abbildung 8 zeigt, dass der Differenzenquotient gleich der Sekantensteigung ist. Die restlichen bei-

den Abbildungen visualisieren die Konvergenz der Sekantensteigung zur Steigung der Tangente,
wenn der Grenzwert existiert.

1 (x)=6 x
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[

Abbildung 6: Sekante (Q) und Tangente (T)

x

Abbildung 7: Sekanten mit x — xp oder Ax —

o

o

V A

TQ = (x,+ AX, f(x, + Ax))

Abbildung 8: Sekantensteigung

Beispiel 3.8. Finden sie folgende Ableitungen (wenn existent)
1. f(x)=canx 3. f(x) = x%an xg
2. f(x) =xanxg 4. f(x)=|x|anxo =0

Um den Sprung zur Differenzierung von Funktionen mehrerer Variablen zu machen, nehmen wir
an die Ableitung existiert. Somit konnen wir den Differenzenquotienten schreiben als

FOo 89 2 J30) _ pr(zg) 4 k()

Hier reprasentiert R(Ax) die Differenz zwischen der Steigung der Sekante und der Ableitung
(=Steigung der Tangente) der eine Funktion von Ax ist. Wir formen um zu
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f(xo+ Ax) — fx0) = f'(x0)Ax _
0 Axo 0 _ R(A%)

Wenn die Ableitung existiert, konnen wir also schreiben

lim 4 0+ Ax) = f(x0) — fi(x0)Ax _
Ax—0 Ax a

@

Differenzierbarkeit von Funktionen mehrerer Variablen Wir kénnen Gleichung (1) direkt fiir
reelle Funktionen von mehreren Variablen anpassen.

Definition 3.10. Eine reelle Funktion mehrerer Variablen f : R" — R ist an der Stelle xo € R" differen-
zierbar, wenn folgendes gegeben ist:

lim f(xo+ Ax) — f(xo) —a’Ax

=0 2
s Tax] @

a wird als Gradient Vektor bezeichnet und oft mit V f (xo) dargestellt.
Wir sehen drei Unterschiede zur Bedingung mit einer Variablen

1. x und xg sind jetzt Vektoren in R"
2. Die “Ableitung” ist nun ebenfalls ein Vektor in IR”

3. Es wird durch die Norm des Vektors Ax geteilt.

Wir sehen, dass in beiden Féllen (univariat/multivariat) der Zahler der Differenz zwischen dem
Funktionswert f(xo + Ax) (bzw. f(xo + Ax)) und einer linearen Funktion gleicht.

1. Im univariaten Fall ist diese f(xo) + f'(x0)Ax

2. Im multivariaten Fall f(xo) + a1Ax1 + axAx + ... + a,Axy,

Der ndchste Abschnitt behandelt die nun brennende Frage nach der Bedeutung der Konstanten
ai,az, ..., .

3.4 Partielle Ableitungen

Beim Ableiten einer Funktion f(x) waren wir daran interessiert wie sich der Funktionswert verdndert,
wenn sich die einzige Variable x verdndert. Nun nehmen wir an, wir haben eine Funktion von
zwei Variablen f(x1,x2). Um eine dhnliche Interpretation einer Ableitung dieser Funktion zu be-
kommen, fragen wir wie sich der Funktionswert verandert, wenn x; variiert wird, wahrend x;
konstant gehalten wird (und umgekehrt). Dies sind die partiellen Ableitungen der Funktion.

Definition 3.11 (Partielle Ableitungen). Gegeben sei die Funktion y = f(x1,x2). Dann ist

1. % (oder fv, oder fy, (x1,x2) oder f{(x1,x) oder....) die partielle Ableitung von y = f(x1,x2) nach
X1, wenn xp konstant gehalten wird. Formal

o S+ A x0) — f(x, x0)
fulia) = Ax
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2. % die partielle Ableitung von y = f(x1, x2) nach xp, wenn x1 konstant gehalten wird. Formal

e flx,x0 + Ax) — f(x1, %)
folon 1) = Jim F1222 80

Notiz 3.1. Um die partielle Ableitung nach, zum Beispiel, x1 zu bilden behandelt man in der Funktions-
gleichung alle anderen Variablen als Konstanten und wendet die schon bekannten Regeln der Ableitungen
von Funktion mit einer Variablen an. Zum Beispiel fiir f(x,y) = xy sind die partiellen Ableitungen gleich

af (x,y) af (x,y)

ox Y ay

Beispiel 3.9. Finden sie die partiellen Ableitungen der folgenden Funktionen:

1. f(x,y) = 23y + x*y> + x + > 2. f(x,y) = xz’fyz

Partielle Ableitungen haben auch eine geometrische Interpretation die zeigt, dass sie eine direk-
te Weiterentwicklung der einfachen Ableitung sind. Dazu fiihren wir die Tangentialebene ein.
Zundchst jedoch ein bisserl Wiederholung.

3.4.1 Lineare Funktionen

Wir wissen (hoffentlich), dass eine lineare Funktion einer Variablen die folgende Form hat
f(x) =a+bx

Hier sind a und b Konstanten. Die Konstante

e g wird Achsenabschnitt genannt, weil sie den Punkt angibt, an dem die Funktion die y-Achse
schneidet, also wenn x = 0

e b ist die Steigung (= f’(x)) der Funktion und ist nicht vom Wert der Variablen x abhéngig.
Sie kann mit zwei beliebigen Punkten wie folgt berechnet werden

filx) =R o

A X — X

Neben dieser uns bekannten Darstellungsform gibt es noch zwei weitere, die Punkt-Steigungsform
und die Zwei-Punkte-Form. Allen Formen lassen sich darauf zurtickfithren, dass eine lineare Funk-
tion eindeutig bestimmt ist, wenn zwei Informationen vorliegen (2 Punkte, 1 Punkt und Steigung,
Achsenabschnitt/Steigung)
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Zwei-Punkte-Form Gegeben sind zwei Punkte (x1,y1), (x2, y2) einer linearen Funktion, dann gilt

Y= _ Y-y
X —Xq X2 — X1

Diese Form resultiert aus der Eigenschaft linearer Funktionen, dass die Steigung unabhédngig vom
x-Wert ist und somit zwischen beliebigen Punktepaaren gemessen werden kann.

Punkt-Steigung-Form Gegeben sei die ein Punkt (x1,y1) und die Steigung b einer linearen Funk-
tion, dann gilt

Y=y =blx—x)
Diese Formulierung basiert auf der Definition der Steigung und der Tatsache, dass die Steigung
nicht vom x-Wert abhingig ist.

Wir zeigen nun, dass alle Formulierungen gleich sind

Beispiel 3.10. Gegeben sei die lineare Funktion y = 1 — 4x. Nutzen sie die folgenden Informationen um
zu zeigen, dass die aus ihnen resultierende linearen Funktionen mit der gegebenen Funktion identisch ist.

1. Punkte (2,—7) und (—3,13) 2. Steigung b = —4 und Punkt (5, —19)

Eine Ebene mit Steigungen a und b, die durch den Punkt (xo, yo, zo) geht, ist eine lineare Funktion
zweier Variablen und wird wie folgt geschrieben

z—zo=a(x—x0)+bly—yo)

Alternativ konnen wir auch f(x,y) = z = d + ax + by schreiben, wobei d = zy — axg — byo der
Achsenabschnitt ist. Ebenen in Rdumen mit mehr als 3 Dimensionen werden als Hyperebenen
bezeichnet.

3.4.2 Die Tangentialebene

Eine Tangentialebene ist die Verallgemeinerung der Tangenten an einem Punkt einer Funktion. In
Abbildung 9 wird ein Punkt in IR® gezeigt. Beim Graph einer Funktion mit zwei Variablen wird in
der dritten Dimension der Funktionswert abgetragen. Punkt P’ in Abbildung 10 ist also

(x0, yo, f(x0,¥0))

Hier sind weiterhin mit K, und K, Funktionen eingezeichnet, bei denen eine der beiden Variablen
(x bei Ky) konstant gehalten wird. Die partielle Ableitung der Funktion nach x am Punkt P ist somit
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gleich der Steigung der Tangente I,. Die partielle Ableitung der Funktion nach y am Punkt P ist
gleich der Steigung der Tangente I,. Abbildung 11 zeigt nun die Tangentialebene, die die Menge
aller moglichen Tangenten am Punkt darstellt. Die Tangentialebene hat die Formel?

z =120+ fr(x —x0p) +fy(y—y0)

Diese Formulierung sollte uns bekannt vorkommen. Im Zahler des Grenzwertes in Definition 3.10
sieht man die Differenz zwischen dem Funktionswert f(xo + Ax) und dem Funktionswert der
Tangentialebene im Punkt (x1, x2, ...., x,,). Der Gradientenvektor a ist also der Vektor der partiellen
Ableitungen der Funktion.

f X1 (XO)

f x2 (XO)

a=Vf(x)=

v, (X0)

3.5 Partielle Ableitung Hoherer Ordnung

Die partiellen Ableitung, insofern sie differenzierbar sind, konnen nun wieder abgeleitet werden.
Interessanterweise kann sich im Falle von f(x,y) zum Beispiel der Wert der partiellen Ableitung
fx @ndern, wenn sich entweder x oder y (oder beide) verdndern. Somit gibt es im Falle zweier
unabhéngigen Variablen vier partielle Ableitungen der Funktion f(x,y).

L fu(xy) 2. fuy(x,y) 3. fyy(x,y) 4. fux(x,y)

Beispiel 3.11. Berechnen sie die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung der folgenden Funktionen:

L f(x,y) =2y + 2y +x+y? 2. f(x,y) =x"Iny

Uns féllt auf, dass im obigen Beispiel

fry(x,y) = fyX(xr]/>

Dies ist kein Zufall, sondern trifft immer zu wenn alle partiellen Ableitungen der Funktion stetig
sind.

Theorem 3.4. Youngs Theorem: Angenommen wird, dass alle partiellen Ableitungen m-ter Ordnung der
Funktion

fx1,x2,..., Xn)

’Die Tangentialebene ist eine lineare Approximation und wird in Abschnitt 4.5 néher behandelt
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Abbildung 9: Punkt in R3 Abbildung 10: Tangenten in x- und y-Richtung

Tangentialebene

Abbildung 11: Tangentialebene

stetig sind. Wenn zwei von ihnen beziiglich jeder der Variablen die gleiche Anzahl von Differentiationen
verlangen, dann sind sie notwendigerweise gleich. Sind fiir f(x,y) die Bedingungen erfiillt gilt somit

2 X 2 X
fulxy) =2 ,Ea'yy) 0 gy(a;w = flxy)

Wir konnen nun die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung in einer Matrix zusammen fassen

[fox

Definition 3.12 (Hesse Matrix). Gegeben sei die Funktion f(x). Die Hesse Matrix H(x,y) ist die Matrix
aller partiellen Ableitungen zweiter Ordnung.
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-fxlxl fxlxz fx1x3 ce fxlxn_
fxle fxzxz fxzxs te fxzxn
H(X) = fx3x1 fxsxz fx3x3 te fx3xn

_fxnxl fxnxz fxnx3 ce fxnxn_
Wir beschliefien den Abschnitt mit einer weiteren Definition

Definition 3.13 (Stetig differenzierbare Funktionen oder Ck Funktionen). Wenn die Funktion f(x)
stetige partielle Ableitungen in ihrem Definitionsbereich hat, nennen wir sie stetig differenzierbar oder eine
C! Funktion. Wenn alle partiellen Ableitungen bis zur Ordnung k existieren und stetig sind, wird f eine
CF Funktion genannt.
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4 Mathematisches Handwerkszeug

4.1 Kettenregeln

Wir erinnern uns an die Kettenregel bei Funktionen von einer Variablen.

Definition 4.1. Kettenregel bei einer Funktion von einer Variablen. Gegeben sei die Funktion f[g(x)]. Die
Ableitung der Funktion nach x ist gleich

YEWL _ pigong/ )

Beispiel 4.1. Finden sie die erste Ableitung der folgenden Funktionen:

1. f(x) = (Bx+1)2 2. f(x) =In(17 — x)

Wir erweitern nun die Kettenregel fiir den bivariaten Fall. Gegeben ist nun die Funktion z =
f(x,y), wobei x und y selbst Funktionen von einer Variablen ¢ sind.

x=g(t) y=h(t)

Intuitiv verdndert sich der Funktionswert z, wenn sich x verdndert oder wenn sich y verdndert. Die
Werte dieser Variablen hdangen wiederum von f ab. Somit ist der Effekt von ¢ auf den Funktionswert
z gleich der Summe aus

1. dem Effekt von x auf z multipliziert mit dem Effekt von ¢ auf x

2. dem Effekt von y auf z multipliziert mit dem Effekt von t auf y

Wir definieren

Definition 4.2. Kettenregel fiir Funktionen von zwei Variablen. Gegeben sei z = f(x,y) mit x = g(t)
und y = h(t), dann gilt
df (x Y)

dy
= falx, ) + fy(xy )a
Diese Ableitung heif$t totale Ableitung von z nach t.

Beispiel 4.2. Finden sie die totale Ableitung der folgenden Funktionen:

1. fx,y)=x2+y’ mitx =t undy = 2t 2. f(x,y) = ln(%) mit x = el und y = >
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Wir kénnen diese Definition auch auf allgemeinere Félle ausweiten, wie die folgende Definition
zeigt

Definition 4.3. Kettenregel. Gegeben sei die Funktion z = f(x,y) mit
x =g(s,t) und y=h(st)
Die Ableitungen der Funktion nach s und t sind.

T fe)E ot fyen) Y

Notiz: Man beachte, dass es sich hier partielle Ableitungen handelt, da wir z.B. bei der ersten Ableitung die
Variable t konstant halten.

Beispiel 4.3. Losen sie die folgende Aufgabe:

1. Bestimmen sie % und %, wennz = f(x,y) mitx =t —s>undy = ts

Zum Schluss dieses Abschnitts sei noch der Allgemeine Fall erwdhnt, der aber eine direkte Erwei-
terung der bisher behandelten Félle darstellt.

Definition 4.4. Wenn z = f(x) stetig differenzierbar ist und x; = g(t1,t, ....., tm) fiir jedes i = 1,2,..n

differenzierbar ist, dann gilt

9z af(x)ox;  f(x)dxs L ()
axn ati

ati_ 8x1 ati aXZ ati
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4.2 Hohenlinien und deren Steigung

Wir fithren zunéchst den Begriff der Hohenlinie ein und leiten danach deren Steigung her.

4.2.1 Hohenlinien

Wenn wir eine Funktion mit zwei Variablen haben, konnen wir diese als Graph in drei Dimensio-

nen darstellen. Zum Beispiel
1

X242 +5

Abbildung 12

0.08

0.06

0.04

0.02

Weiter Beispiele sind
z = P cos (rx) cos(my) und z = x* —y?
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Abbildung 13

Definition 4.5 (Hohenlinien). Eine Hohenlinie der Funktion z = f(x,y) ist die Menge aller Kombina-
tionen von x und y im Definitionsbereich, die den selben Funktionswert ergeben. Alle Elemente der Menge
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losen die Gleichung

flxy)=c

Graphisch und intuitiv kénnen wir Hohenlinien also als Schnittmenge einer Funktion im drei-
dimensionalen Raum und einer Ebene, die parallel den x- und y-Achsen verlduft, zeigen. Diese
Ebene reprisentiert einen gegebenen Funktionswert. Wir benutzen die in der VWL oft verwende-
tet Cobb-Douglas Produktionsfunktion

z = x05,05
die fiir nicht-negative Werte von x und y folgenden Graphen hat.

Abbildung 15: Die Funktion z = x93

t 2500

T 2000

T 1500

Wenn wir nun eine Ebene in den Graphen integrieren (hier mit z = 500), ergibt sich der néchste
Graph und die Schnittmenge zwischen den beiden Graphen ist die Hohenlinie.
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Abbildung 16: Hohenlinie der Funktion z = x%y% fiir z = 500

Hohenlinien begegnen uns in der VWL sehr oft:

1. Indifferenzkurven sind die Kombinationen von Giitern, die zu einem gegebenen Nutzenni-

veau fithren

2. Isoquanten sind die Mengen an Arbeit und Kapital, die in einer gegebenen Produktionsmen-

ge resultieren.

Indifferenzkurven oder Isoquanten werden meist nur 2-dimensional dargestellt. Wie das geschieht
zeigen die ndchsten zwei Graphen. Im ersten werden die Hohenlinien der Cobb-Douglas Funktion
gezeigt. Im zweiten Graphen werden diese Linien auf die x/y-Ebene projiziert (oder: man guckt

von oben auf den 3-dimensionalen Graphen).

x 40
50 0

2000

1500

1000

500

Abbildung 17: Hoehenlinien in 3D

50

207

10 4
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Abbildung 18: Hoehenlinien in 2D
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Zum Schluss noch ein Rétsel. Zu welchen Funktionen gehoren die folgenden Hohenlinien?

=2

=

10.0

7.5 1

5.0 A

2.5

0.0 1

—2.5

~5.0 1

—-7.5 4
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1.0

9.100

000"

a
<0, 0

0.5

> 0.0

0.000
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-0.400
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0.000

-10.0
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Abbildung 19: Hoehenlinien in 3D
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Abbildung 20: Hoehenlinien in 2D
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Abbildung 21: Hoehenlinien in 2D
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Beispiel 4.4. Zeichnen sie die Hohenlinie fiir f(x,y) = x> + y*> = 4

L5
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4.3 Implizites Differenzieren

Wir werden zunéchst das Beispiel einer Hohenlinie verwenden und dann den allgemeinen Fall
behandeln.

4.3.1 Impliziertes Differenzieren entlang einer Hohenlinie

Wir erinnern uns, dass entlang einer Hohenlinie der Funktionswert konstant ist, also zum Beispiel
fir den Fall von zwei Variablen
Flx,y]=c

Dies bedeutet, dass entlang der Hohenlinie bei einer Veranderung von x immer ein y gefunden
werden kann, so dass sich der Funktionswert nicht dndert. Das heifst, auch wenn es explizit nicht
moglich sein sollte die Gleichung nach y aufzul6sen, besteht doch implizit ein Funktion zwischen
den beiden Variablen.

y=f(x) mit Flx, f(x)]=c

Wir kénnen also auf der Hohenlinie F nur als Funktion von x schreiben. Was passiert nun, wenn
wir die Funktion F[x, f(x)] nach x ableiten?

dF[x, f(x)] dx dy
Sl A ANIA R Py A
dx gy Thg =0
Wenn wir nun umformen erhalten wir ein wichtiges (und vielleicht auch tiberraschendes Ergeb-

nis). Wenn F und f differenzierbar sind gilt:

dy Fx .

Obwohl keine explizite Funktion besteht, kann die Ableitung von y nach x entlang der Hohenlinie
gefunden werden. Die Variablen x und y kdnnen natiirlich auch vertauscht werden, so dass gilt

dx E, )
d—y——F—x mit F, #0

Die Steigung der Hohenlinie in einem Punkt ist also gleich dem negativen Quotienten der partiel-
len Ableitungen! Dieses Resultat wird in der VWL viel benutzt, zum Beispiel bei der Berechnung
der Steigungen von Indifferenzkurven und Isoquanten.

Beispiel 4.5. Berechnen sie die Steigung der Hohenlinie gegeben durch

1. yx = 5 im Punkt (2,1) 2. x3 + x?y — 2y* — 10y = 0 im Punkt (2,1).
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Notiz 4.1. In der Literatur wird oft der allgemeine Fall F(x,y) = 0 benutzt. Dies steht im Einklang des
bisher behandelten, da man immer umformen kann

F(x,y)=c¢ = G(x,y) =F(x,y) —c=0

4.3.2 Implizites Differenzieren: Der allgemeine Fall

Man kann dieses Konzept um weitere Variablen erweitern. Bevor wir das allgemeine Resultat
prasentieren diskutieren wir noch den Fall mit drei Variablen F(x,y,z) = 0. Hier kann nun z
als Funktion der beiden anderen Variablen geschrieben werden und es gilt

F(x,y, f(x,y)) =0

Wenn F und f differenzierbar sind erhalten wir die folgenden zwei partiellen Ableitungen

0z F, .
a = —FZ mit FZ 7£ 0
0z E, )
L mit F, #0

Der allgemeine Fall folgt dann als direkte Erweiterung

Definition 4.6. Implizites Differenzieren. Gegeben sei die Funktion
F(x1,x2, .., Xn,2) =0

. Wenn F und z = f(x1,x2, ..., X ) differenzierbar sind, gilt

oz _ K

ox;  E

fiiralle i=1..n mit F,#0

Beispiel 4.6. Berechnen sie folgendes:

1. Gegeben ist die Gleichung \/x + yZ =x2 45— y. Finden sie die Ableitung %.

2. Gegeben ist die Gleichung
h _ (y—w)

m(0)  r4q

, wobei m(0) eine Funktion von 0 ist. Finden sie die Ableitung %
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4.4 Homogene Funktionen

Homogenitét ldsst sich am besten am Beispiel der 6konomischen Produktionsfunktion erklédren.

In 6konomischen Modellen wird die Produktionsmenge (Y) meistens in Abhéngigkeit von den
eingesetzten Mengen an (Real)Kapital und Arbeit modelliert. Allgemein schreiben wir

Y = F(K,L)

wobei L fiir den Faktor Arbeit (Labor) steht. Man kann nun Fragen, inwiefern sich die Produkti-
onsmenge verdndert, wenn beide Produktionsfaktoren (K und L) mit der gleichen positiven Kon-
stanten () multipliziert werden. Wie verdndert sich zum Beispiel die Produktionsmenge, wenn
beide Produktionsfaktoren verdoppelt werden?

Definition 4.7. Homogenitit vom Grad k. Eine Funktion f(x,y) von zwei Variablen x und y, mit Defini-
tionsbereich D, heifst homogen vom Grad k, wenn fiir alle (x,y) € D gilt

f(tx, ty) = tf(x,y) fiirallet >0

In Worten bedeutet dies, dass Multiplikation beider Variablen mit einem positiven Faktor t den Wert der
Funktion mit dem Faktor t* multiplizieren wird.

Als Beispiel fithren wir die allgemeine Cobb-Douglas Produktionsfunktion ein

Definition 4.8. Eine Cobb-Doublas Produktionsfunktion zweier Variablen hat die Form

z=f(x,y) = Ax"yP
, wobei o und B Konstanten sind.

Beispiel 4.7. Homogenitit der Cobb-Douglas Produktionsfunktion. Um herauszufinden, ob eine Funktion
homogen ist (und von welchem Grad) multiplizieren wir beide Variablen mit t > 0. In unserem Falle ergibt
dies

Fltxty) = A(t)(ty)P
= At*x"tPyP
= t*TPAx P
= t"Ff(xy)

Die Cobb-Douglas Produktionsfunktion ist also homogen vom Grade o + f.
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Beispiel 4.8. Entscheiden sie, ob die folgenden Funktionen homogen sind. Wenn ja, berechnen die den Grad
der Homogenitiit.

1. z =5x%y + xy° 3. y=K?
2. z=xy+xy 4. y=K*+LF
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4.5 Approximationen

Es ist oft der Fall, dass ein theoretisches Modell zu kompliziert ist und deshalb nur ndherungsweise
(approximativ) gelost werden kann. Hochkomplexe nicht-lineare Gleichungen werden dabei durch
approximative Gleichungen ersetzt, die nur lokal (= in einer kleinen Umgebung eines Punktes)
vergleichbare Werte wie die Originalfunktion liefern. Wir beschiftigen uns hier mit zwei dieser
Approximationen: der linearen und der polynomialen Approximation.

4.51 Lineare Approximation

Bei der linearen Approximation einer Funktion an einem Punkt xo wird der Graph an der Stelle xg
mit seiner Tangente approximiert. Die Tangente der (differenzierbaren ) Funktion f(x) am Punkt
xo hat die Gleichung p(x) = f(x0) + f'(x0) (x — x0)

Definition 4.9. Bei der Linearen Approximation einer Funktion f(x) um den Punkt xq gilt fiir Werte von
x in der Nihe von xg

f(x) & f(x0) + f'(x0) (x — x0)
Beispiel 4.9. :

1. Approximieren sie die Funktion y = In x um den Punkt xo = 1 und zeigen sie, dass der Approximati-
onsfehler mit zunehmender Distanz von x steigt. (Notiz: In(1.05) = 0.04879 und In(1.1) = 0.9531)

Xo—Xx1

2. Zeigen sie mit der selben Approximation Zeigen, dass Inx; —Inx, = %Ax = =

Nattirlich kann auch eine Funktion von mehreren Variablen linear approximiert werden. Gegeben
sei eine Funktion von zwei Variablen f(x,y). Wir approximieren diese Funktion um einen Punkt
(x0,y0) nicht mit einer Tangente, sondern mit einer Tangentialebene im 3-dimensionalen Raum,
die wir im Abschnitt 3.4.2 behandelt haben

Definition 4.10. Bei der linearen Approximation einer Funktion z = f(x,y) um den Punkt (xo,yo) gilt
fiir Werte von (x,y) in der Nihe von (xo, Yo)

f(x,y) = f(xo0,40) + fx(x0,y0)(x — x0) + fy(x0,40) (¥ — ¥o)
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Beispiel 4.10. Bestimmen sie die lineare Approximation von f(x,y) = e**¥(xy — 1) um (0,0).

Wir beschliefsen diesen Abschnitt mit dem allgemeinen Fall im n-dimensionalen Raum, wenn auch
nur um das Wort Hyperebene zu benutzen. Dem ist so weil eine Funktion z = f(x) mit einer
Hyperebene approximiert wird.

Definition 4.11. Bei der linearen Approximation einer Funktion z = f(x) = f(x1,x2,...,X,) um den
Punkt (x°) = (x9,x9, ...., x0) gilt fiir Werte von x in der Niihe von x°

FO) = F(X) + fr, () (1 = 29) + fiy (x) (2 = 29) + oo+ f, () (20 — 1)

Das Differential einer Funktion Waéhrend die lineare Approximation den Funktionswert um
eine Stelle approximiert, approximiert das Differential die Verdanderung des Funktionswerts. Es ist
im univariaten Fall gegeben durch

dy = f'(xo)dx

, wobei dx eine kleine Verdnderung der Variable x ausgehend von x( darstellt. Der tatsdchliche
Zuwachs von y wenn sich x von xp um Ax verdndert ist

Ay = f(xo + Ax) = f(x0)

Die lineare Approximation and der Stelle xj liefert fiir den x-Wert xy + Ax

f(x0+Ax) = f(xo) + f'(x0)Ax

Wenn wir nun dx als sehr kleine Anderung von x betrachten und auf beiden Seiten f(x() abziehen,
sehen wir

Ay ~dy = f'(x)dx
Wir sehen, dass das Differential die Verdnderung des Funktionswertes approximiert.

Die folgenden Regeln fiir Differentiale sind denen der Ableitungen sehr dhnlich

Definition 4.12. Regeln fiir Differentiale: Seien f und g differenzierbare Funktionen von x (oder mehreren
Variablen) und a und b seien Konstanten. Dann gelten folgende Regeln.

1. d(af +bg) = adf +bdg

2. d(fg) =gdf + fdg

3. d(f/g) = LU fir g#0

4. Kettenregel fiir Differentiale. Fiir z = f[g(x)] ist das Differential gleich

dz = f'[g(x)]dg
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Zum Abschluss weiten wir die Definition des Differentials auf Funktionen mehrerer Variablen aus.

Definition 4.13. Differentiale: Gegeben sei die Funktion

1. z = f(x). Dann ist das Differential dz gleich

2. z = f(x,y). Dann ist das Differential dz gleich
dz = fx(x,y)dx + fy(x,y)dy
3. z = f(x) mit x = (x1, X2, ...., X, ). Dann ist das Differential dz gleich
dz = fy, (x)dx1 + frx,(X)dx2 + ... + fr, (x)dxy
Beispiel 4.11. Bestimmen sie die Differentiale der folgenden Funktionen:
1. z = f(K) 3. z=e"mitu = f(x,y)
2. z = Ax"+ By’ 4. z=In(x*+y)

4.5.2 Polynomiale Approximationen

Bisher haben wir eine nicht-lineare Funktion mit mit einer linearen Funktion approximiert. Nattirlich
hélt uns nichts davon ab, die Approximation mit einer nicht-linearen Funktion durchzufiihren.
Dies fiihrt zu komplexeren aber auch besseren Ergebnissen. Im Folgenden werden wir fiir die Ap-
proximation Polynome benutzen.

Definition 4.14. Als Polynom n-ter Ordnung der Variablen x bezeichnen wir die folgende Funktion

n
P(x) = Zﬂixl =ap+a1x + ﬂzxz + a3x3 4 apx”
i=0

Durch diese Definition wird klar, dass wir bisher die Approximation mit einem Polynom erster
Ordnung durchgefiihrt haben, da dies die lineare Funktion ag + a;x darstellt. Wir erweitern nun
und fithren die Approximation der Funktion f(x) an der Stelle xo mit einer quadratischen Funkti-
on (Polynom zweiten Grades) durch.

f(x) = ag+ay(x — xg) + az(x — x0)*
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Wir miissen nun die Koeffizienten ag, 2; und a, bestimmen. Wir bewerkstelligen dies, in dem wir
verlangen, dass die Funktion und deren Approximation an der Stelle xo den selben

1. Funktionswert haben. =— a9 = f(xo)
2. der ersten Ableitung haben. = a3 = f’(xo)
3. der zweiten Ableitung haben. = 1, = 31" (x0)

Definition 4.15. Quadratische Approximation von f(x) um die Stelle xy. Fiir x in der Nithe von x gilt
1
f(x) & f(x0) + f'(x0) (x = x0) + 5 f"(x0) (x — x0)2

Die folgende Abbildung zeigt Approximationen der Funktion y = x> um die Stelle xp = 3. Wir
sehen, dass die quadratische Approximation in der Nahe von xy = 3 besser ist.

Abbildung 22: Lineare und quadratische Approximation von y = x3 an der Stelle x = 3

350 4
—_— 3

lineare Approximation
——- quadratische Approximation

300 ~

250 4

200

5. 150 1

100 +

50 A

. —— e

—-50 4

Beispiel 4.12. Bestimmen sie die quadratischen Approximationen:

1. y=xumx =1 2. y=x*umx =4
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Wir konnen die Approximation in zwei Richtungen Erweitern

1. Approximation durch Polynome htheren Grades
2. Appoximatinon von Funktionen mit mehreren Variablen

Definition 4.16. Taylor-Approximation n-ten Grades fiir ein Funktion f(x) um xo. Fiir x nahe xq gilt

fD(x0) £@ (x0) (x £ (x0) £ (xo)

f(x) ~ f(xo) + T (x —x0) + 5 —x0)* + i (x —x0)° + oo + p

(x — xp)"

f" sind hier die Ableitungen von f(x) n-ter Ordnung.

Notiz 4.2. Die vorher behandelten linearen und quadratischen Approximationen sind Spezialfille der obi-
gen Taylor-Approximation.

Beispiel 4.13. Bestimmen sie die Taylor-Approximation dritten Grades fiir f(x) = /1 +x um x =0

Wir betrachten hier den Fall der Taylor-Approximation einer Funktion von mehreren Variablen
nur fiir einen Spezialfall, der quadratischen Taylor-Approximation von z = f(x,y).

Definition 4.17. Die Taylor-Approximation der Funktion z = f(x,y) um den Punkt (xo, yo) ist gleich

f(x) =~ f(xo,y0) + fx(x0,%0) (x — x0) + fy(x0,40) (¥ — yo)
+ % [ frex (x0, y0) (x = x0)* + 2y (%0, ¥0) (x — %0) (¥ — Yo) + fyy (x0,Y0) (¥ — v0)?]

oder in Matrixform mit a' = [xo,yo] und x' = [x,v]

Q

f(a) + (x—a)Vf(a) + (x —a)H(a)(x - a)
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5 Multivariate Optimierung

5.1 Generelles
5.1.1 Globale und Lokale Extrema

Minima und Maxima sind Extrema einer Funktion. Diese konnen lokaler oder globaler Natur sein.
Wir definieren diese Begriffe fiir Maxima und verlassen uns auf unsere Fahigkeiten dies auch fiir
Minima zu tun.

Definition 5.1. Globales vs. lokales Maximum einer Funktion f(x) mit Definitionsbereich D. Ein Punkt
x* ist ein

1. globales Maximum fiir f(x) auf D, wenn gilt f(x*) > f(x) fiir allex € D.

2. striktes globales Maximum fiir f(x) auf D, wenn gilt f(x*) > f(x) fiir alle x € D.

3. lokales Maximum fiir f(x) auf D, wenn gilt f(x*) > f(x) fiir alle x, die nah an x* sind.

4. striktes lokales Maximum fiir f(x) auf D, wenn gilt f(x*) > f(x) fiir alle x, die nah an x* sind.

Die folgende Abbildung verdeutlicht diese Definitionen

Lokale und Globale Optima

globales (nicht
eindeutiges)
A lokale Maxima Maximum |

globales Minimum

™~

lokale Minima I

=
v

Q) = o=

Das Optimierung einer differenzierbaren Funktion von einer Variablen war in vielen Fallen (re-
lativ) unkompliziert: Man bildet die erste Ableitung, setzt diese gleich Null und 16st nach x auf.
Wenn dann noch die zweite Ableitung positiv oder negativ ist, hat man ein (lokales) Maximum
bzw. Minimum gefunden. Aber auch hier konnen Komplikationen auftreten. Zum Beispiel:

48



1. Das globale Minimum/Maximum kann am Rand des Definitionsbereichs auftreten, an dem
die Funktion nicht differenzierbar ist.
Maximiere y = x? im Definitionsbereich des Intervalls [2,4]

2. Das globale Minimum/Maximum kann nicht existieren.
Maximiere y = x* im Definitionsbereich des Intervalls (2,4)

3. Das globale Minimum /Maximum ist an einer Stelle, an der die Funktion nicht differenzier-
bar oder nicht stetig ist
Minimiere y = |x]|

Partielle Abhilfe schafft der Satz von Weierstrass, der eine hinreichende (nicht notwendige) Bedin-
gung fiir die Existenz eines globales Maximums und eines globalen Minimums formuliert. Bevor
wir uns diesem Theorem zuwenden konnen, miissen wir aber noch einige Begriffe kldren

5.1.2 Kompakte Mengen

Wir betrachten Mengen der reellen Zahlen, z.B ein Intervall [a, b] in R. Diese Mengen haben zwei
verschiedene Arten von Punkten, Randpunkte und innere Punkte.

Definition 5.2. Randpunkte und innere Punkte eines Intervalls I € R. Gegeben ist ein Punkt p und ein
weiteres Intervall A = (p + 9, p — 9) (mit § > 0, "kleine Umgebung”von p ).

1. Der Punkt p ist ein Randpunkt des Intervalls I, wenn jedes noch so kleine Intervall A ein Element
von innerhalb und von aufSerhalb I enthiilt.
Notiz: Randpunkte miissen keine Elemente der betrachteten Menge sein

2. Der Punkt p ist ein innerer Punkt, wenn ein 0 existiert, so dass A komplett in I liegt.
Notiz 5.1. Bei Mengen in R? wird das Intervall A durch einen Kreis mit Radius & ersetzt.

Beispiel 5.1. Finden sie die Randpunkte und inneren Punkte der folgenden Mengen

1. Das Intervall (4, 5] 2. DieMenge B = (x,y € R: x> +y> < 1)

Wir definieren nun offene und geschlossene Mengen.

Definition 5.3. Offene und geschlossene Mengen: Eine Mengen B ist

1. offen, wenn sie nur aus inneren Punkten besteht.
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2. geschlossen, wenn sie alle ihre Randpunkte beinhaltet

Notiz 5.2. Mengen sind keine Tiiren, die entweder offen oder geschlossen sind. Sie konnen

1. offen und geschlossen sein.
2. weder offen noch geschlossen sein.

Beispiel 5.2. Bestimmen sie, ob die folgenden Intervalle offen, geschlossen oder weder noch sind.

1. (2,5) 2. 2,5] 3. (2,5]

Die folgende Abbildung zeigt die Erweiterung der Begriffe auf Mengen in IR?.

Randpunkt aie e
- = \ - < \
/! N s N\
1 . 1 -
N |
Innerer s \ | \
I I
Punkt 4 : f
7 I
@ 1 1
AN 1
~ ~ ‘
N 1
\ 1
N 4
~NEa -
Offen Abgeschlossen Weder offen noch
abgeschlossen

Jetzt miissen wir den Unterschied zwischen beschrankten und unbeschriankten Mengen definie-
ren. Intuitiv ist eine Menge beschrankt, wenn ihre Elemente nicht gen unendlich oder minus un-

endlich streben.

Definition 5.4. Eine Menge ist beschriinkt, wenn

1. es ein Intervall gibt, in der die Menge komplett enthalten ist (beschrinkt in IR)

2. es einen Kreis gibt, in der die Menge komplett enthalten ist (beschriinkt in R?)

Zu guter Letzt kénnen wir kompakte Mengen in R oder R? (oder IR")definieren.
Definition 5.5. Eine Menge A € R" ist kompakt, wenn sie abgeschlossen und beschriinkt ist.
Beispiel 5.3. Bestimmen sie, ob die folgenden Mengen kompakt sind

1. (—09,5) 3. A={x,yeR: x> +y* <1}
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5.1.3 Der Extremwertsatz von Weierstrass

Was nun folgt ist ein sehr wichtiger Satz, den es zu verinnerlichen gilt.

Theorem 5.1. Extremwertsatz von Weierstrass. Wenn die Funktion f(x) mit x = (x1, X2, ..., X ) innerhalb
einer nicht-leeren, kompakten Menge K stetig ist, dann existiert sowohl eine Stelle X,;,,, an der die Funktion
ein globales Minimum hat als auch eine Stelle X,q4x, an der die Funktion ein globales Maximum hat.

f(Xmin) < f(x) < f(Xmax) fiiralle x € K

Notiz 5.3. :

1. Der Satz gilt natiirlich auch fiir Funktionen von einer Variablen.

2. Der Satz gibt eine hinreichende Bedingung fiir die Existenz eines Extremums, die Bedingung ist
nicht notwendig, d.h. es gibt Funktionen, deren Definitionsbereich nicht kompakt ist und/oder die
nicht stetig sind und trotzdem globale Extrema haben.

3. Der Satz sagt uns nicht wie wir die Extrema finden.

5.2 Multivariate Optimierung Ohne Nebenbedingungen

Der Zusatz ,,ohne Nebenbedingungen”bedeutet hier, dass innerhalb des Definitionsbereichs einer
Funktion nach globalen Minima und globalen Maxima gesucht wird. Der Definitionsbereich (D)
wird also nicht weiter eingeschrankt. Wir behandeln Problem wie

r&e}%(f(x) oder rxré%\f(x)

Zum Beispiel wird die Funktion
1
b
iiber die Definitionsbereiche D = R\{0} oder D = R" oder D = [a, b] optimiert.

Im Abschnitt 5.2 sehen wir, dass wir beim Versuch Extrema zu finden (analog zur Optimierung
mit einer Variablen) nun die partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung verwenden.

5.2.1 Bedingungen erster Ordnung
In diesem Abschnitt werden wir sehen, dass die partiellen Ableitungen erster Ordnung notwendige

Bedingungen fiir Extrema liefern. Das Resultat ist aus der Analysis mit einer Variable bestens
bekannt:
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Theorem 5.2. Eine differenzierbare Funktion z = f(x,y) kann nur dann ein Maximum oder Minimum
an einem inneren Punkt (xo,Yyo) des Definitionsbereichs D annehmen, wenn dieser eine stationdre Stelle
ist - d.h. wenn der Punkt (xo, yo) die zwei folgenden Gleichungen erfiillt.

fe(x0,90) =0 und f,(x0,y0) =0

Diese Gleichungen werden Bedingungen erster Ordnung genannt (Englisch: First Order Conditions oder
FOCs).

Die folgenden Abbildungen geben eine intuitive Erkldrung fiir das obige Theorem. Abbildung 23
zeigt ein 'normales” Maximum am Punkt P. Es ist ersichtlich, dass am Punkt P beide partiellen
Ableitungen gleich Null sein miissen. Abbildung 24 zeigt den Unterschied zwischen einem loka-
len und einem globalen Maximum und zeigt auch einen Sattelpunkt, der weder Minimum noch
Maximum ist. Abbildung 25 zeigt den Sattelpunkt im grofieren Detail. Am Sattelpunkt erreicht die
Funktion in x-Richtung ein Minimum und in y-Richtung ein Maximum.

z (%0, Yo, (%0, ¥0))

A Q

z= f(x,y)

EREECEEED
Il
X

<

Abbildung 24: Globales Maximum P, lokales Ma- Abbildung 25: Sattelpunkt an (0,0)
ximum Q und Sattelpunkt R

Beispiel 5.4. Finden Sie die stationdren Stellen der folgenden Funktionen

52



L f(x,y) =x*+y
2. f(x,y) = —2x2 — 2xy — 2y + 36x + 42y — 158

Es ist moglich, dass eine Funktion an einer Stelle stetig, aber nicht differenzierbar ist. Auch an
dieser Stelle kann eine Maximum oder Minimum vorliegen (siehe f(x) = |x|). Wir definieren
deshalb kritische Punkte einer Funktion.

Definition 5.6 (Kritische Punkte). Gegeben sei eine stetige Funktion f(x). Die kritischen Punkte dieser
Funktion sind die stationiren Punkte (V f(x) = 0) und die Punkte, an denen partielle Ableitungen nicht
definiert sind. Als kritische Punkte kommen nur Punkte in Frage, fiir die f(x) definiert ist.

Beispiel 5.5. Finden sie die kritischen Punkte der folgenden Funktionen

1. f(x) = Va2(2x — 1) 2. f(x) = 241

x2—x—6

Wir wollen jetzt auch noch die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung der Funktion y = f(x,y)
betrachten und gehen im folgenden Abschnitt der Frage nach, wie wir die notwendigen Bedin-
gungen in Theorem 5.2 bereichern kénnen um Extrema zu identifizieren( ohne Gefahr zu laufen
an einem Sattelpunkt) zu landen. Wir werden sehen, dass dies nur bedingt moglich ist.

Zum Abschluss geben wir noch die notwendigen Bedingungen erster Ordnung fiir den n-dimensionalen
Fall.

Definition 5.7. Es sei x* ein lokales Maximum (oder Minimum) der differenzierbaren Funktion f(x) mit
X = (X1, X2, ..., Xn ) an einem innerer Punkt des Definitionsbereichs. Dann gilt

fxl (X)

VF(x) = fro (x) — 0

%, (X)

5.2.2 Bedingungen zweiter Ordnung
Wir zeigen zunédchst noch einmal den Fall einer reellen Funktion einer Variablen. Fiir reelle Funk-

tionen einer Variablen gleicht die Taylor Approximation 2. Ordnung um einen stationdren Punkt
X0

53



=
=
2

£(x0) + f (x0) x — 30) + 3" (x0) (x — x0)°

F) —fln) = f"(0)(x — x0)?

Die Umformung nutzt die Tatsache, dass f(xp) = 0. Somit bestimmt die zweite Ableitung das
Verhalten der Funktion um einen stationdren Punkt

e Wenn f”(xg) > 0 liegt ein striktes lokales Minimum vor.

e Wenn f”(xg) < 0 liegt ein striktes lokales Maximum vor.

e In den anderen Fillen kann keine Aussage getroffen werden
Gegeben sei nun (xo, o) ein stationdrer Punkt der Funktion f(x,y). Intuitiv ist (hoffentlich) klar,
dass auch diese Funktion in einem kleinen Bereich um den stationdren Punkt ansteigen muss,
wenn (xo, Yo) ein striktes lokales Minimum sein soll. Fiir ein (nicht-striktes) lokales Minimum darf
sie in diesem Bereich zumindest nicht fallen. Eine Taylor-Approximierung zweiter Ordnung der

Funktion f(x,y) um (xo,yo) liefert uns die approximativen Funktionswerte um den stationédren
Punkt. Laut Definition 4.17 ist diese gegeben durch

f(x) = f(xo0,y0) + fx(x0,y0)(x — x0) + fy(x0, ¥0)(y — Yo)
+ % [ frex (x0, ¥0) (x = x0)* + 2y (%0, 0) (x — %0) (¥ — Y0) + fyy (X0, Y0) (¥ — Y0)?]

1
fx) = flxoy0) = 5 [fur(xo,yo)(x = x0)*
+ 2fuy (%0, 0) (x — %0) (¥ — ¥o) + fyy (0, ¥0) (¥ — y0)?] ®)
Die Umformung nutzt die Tatsache, dass die partiellen Ableitungen erster Ordnung am stati-
ondren Punkt gleich Null sind. Mann sieht nun, dass die Differenz zwischen dem Funktionswert
an der Stelle (xg, ) und in der Umgebung dieser Stelle von einem Term bestimmt wird, dessen

Wert von ALLEN partiellen Ableitungen zweiter Ordnung abhdngt. Dieser Term ist eine sogenann-
te Quadratische Form

Definition 5.8 (Quadratische Form). Es sei A eine n X n Matrix und v ein n x 1 Vektor mit den Ele-
menten (v1,vy, .....,v3) Dann ist die Quadratische Form gleich

z =V Av

Notiz 5.4. Wir beachten, dass es sich bei der Quadratischen Form (z) um einen Skalar (= eine reelle Zahl
handelt).

Zum Beispiel, fiir den Fall n = 2

a1 aiz2| |01 2 2
zZ=1|01 0 = 011107 + 0102(a1p +a + ayv
(01 o] [021 i | |0 1107 + v102(a12 + a21) + axnv;

Wir sehen, dass der Term in der Taylor-Approximation zweiter Ordnung (Gleichung 3), der dariiber ent-
scheiden kann, ob es sich um ein lokales Minimum, lokales Maximum oder einen Sattelpunkt handelt, eine
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quadratische Form der Hesse-Matrix darstellt.

_ fxx(xry) fx (x,y) (x—x)
A= (=) y—yo)] [ffiot) fon] [l )

Die Aussagekraft der partiellen Ableitungen zweiter Ordnung wird also durch das Vorzeichen der
Quadratischen Form um den stationdren Punkt bestimmt. Um diese zu definieren fiithren wir den
Begriff der Definitheit einer Quadratischen Form ein.

Definition 5.9. Definitheit einer Quadratischen Form. Es sei A eine (n x n) Matrix und v ein n-dimensionaler
Vektor. Eine Quadratische Form
z=VAv

heifst

1. positiv definit, wenn z = v' Av > 0 fiir alle v # 0.

2. negativ definit, wenn z = v' Av < 0 fiir alle v # 0.
3. positiv semidefinit, wenn z = v' Av > 0 fiir alle v.

4. negativ semidefinit, wenn z = v' Av < 0 fiir alle v.
5. indefinit wenn keiner der obigen Fiille zutrifft.

Notiz 5.5. Da die Quadratische Form komplett von der Matrix A bestimmt wird, werden wir ab nun
nur noch die Matrix A als positiv (semi)definit, negativ (semi)definit oder indefinit bezeichnen.

5.2.3 Exkurs: Determinante und Definitheit einer Matrix

Gegeben sei eine quadratische (n x n) Matrix A. Die Determinante einer Matrix ist eine aussa-
gekriftige Zahl, die aus den Elementen der Matrix berechnet werden kann. Wir werden hier nur
2 x 2 und 3 x 3 Matrizen behandeln. Wir motivieren die Berechnung der Determinante mit dem
Gleichungssystem

anx + apy = bl
anx + any = by

in Matrixschreibweise konnen wir schreiben
o el =
Ay axn| |y )
Die Losungen (z.B. durch aufldsen und einsetzen) des Systems sind

biaxp — byain _ beay — bray
(ﬂllﬂzz - ﬂlzﬂzl) (ﬂuﬂzz - ﬂlzﬂzl)

Man sieht, dass eine eindeutige Losung des Gleichungssystems voraussetzt, dass

|Al = an1a2 — aipasn # 0
|A| wird die Determinante von A genannt.

Beispiel 5.6. Finden sie die Determinanten der folgenden Matrizen
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1 2 1 2 1 2
1. 2. 3
B 24 o4
Wir fahren fort mit der 3 x 3 Matrix
a1 a4z a3
B = |ax axn ax
a3l asp 4ass
Die Determinante dieser Matrix kann wie folgt berechnet werden
|B| = ﬂll(azzﬂas - ﬂ23ﬂ32) - ﬂ12(021ﬂ33 - 61236131) + ﬂls(ﬂzlﬂaz - 5122031)
a a a a a
_ 22 23| 21 3 T 21 a2
a3 4ass as31 4ass a1 4asp

Wir sehen, dass sich die Determinante der 3 x 3 Matrix B aus drei Produkten besteht, die jeweils
die Determinante einer 2 x 2 Untermatrix enthalten

Definition 5.10 (Kofaktor). Der Kofaktor des (i, j)ten Elements einer Matrix A ist die Determinante der

Untermatrix, die sich ergibt wenn man die ite Zeile und die jte Spalte der Matrix A l6scht multipliziert mit
(1) (i+))

Beispiel 5.7. Gegeben sei die Matrix

1 2 4
B=14 3 5

4 5 2
Berechnen sie den Kofaktor des (2,2)ten Elements der Matrix. Wenn man die 2te Zeile und Spalte loscht
ergibt sich die Untermatrix

1 4

4 2
und der Kofaktor ist

1 4
(1) _
Koz = (—1)*|, 2‘ 14

Wir sehen, dass die Determinante einer 3 x 3 Matrix gleich der Summe der mit ihren bestimmen-
den Elementen multiplizierten Kofaktoren ist. Dabei bestimmen die Elemente der ersten Zeile die
Kofaktoren. Allgemein gilt

Definition 5.11 (Berechnung der Determinante mit Kofaktoren). Wir konnen die Determinante einer
quadratischen Matrix B mittels der Elemente einer Spalte (Zeile) und deren Kofaktoren wie folgt berechnen:

Gegeben sei eine n X n Matrix B mit Elementen b;;
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e Mit den Elementen der i-ten Zeile

|B| = bi1Ki1 + bppKip + bizKiz +- ... + b Kiyy

e Mit den Elementen der j-ten Spalte

|B‘ = b1]‘K1]‘ + bz]'Kz]' + bgj'K?)]' + ...+ bn]'Kn]'

wobei K;; der Kofaktor des (i, j)-ten Elements ist.

Beispiel 5.8. Gegeben sei die Matrix

Q1 W N
N U1 &~

1. Berechnen sie die Determinante der Matrix B mittels der Elemente und Kofaktoren der ersten Zeile
von B

2. Berechnen sie die Determinante der Matrix B mittels der Elemente und Kofaktoren der zweiten Zeile
von B

Und hier auch noch mal die Berechnung mittels der Elemente und Kofaktoren der ersten Spalte

121135 34 24 4 |24
B = (-1) 1‘52+(1) O e R G AR P
~19+64 -8
37 WOW!

Notiz 5.6. Die oben gelernte Art Determinanten zu berechnen ist unglaublich ineffizient. Wir zeigen
dies anhand einer 25 x 25 Matrix. Die oben gelernte Berechnung mittels Kofaktoren benotigt ca. 25! Be-
rechnungen. Wenn ein Computer eine Milliarde Berechnungen pro Sekunde durchfiihren kann, dauert die
Bestimmung der Determinante ............. ca. 500 Millionen Jahre! Gliicklicherweise gibt es effizientere Ver-
fahren.
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Definition 5.12. Fiihrende Hauptminoren einer n X n Matrix A.

Fiihrende Hauptminoren k-ter Ordnung entstehen wenn sukzessive die letzten (n-k) Spalten und (n-k)
Zeilen geldscht werden.

Beispiel 5.9. Gegeben sei die Matrix
a1 42 M3
A= |ayn axn ax

as; ds2 433

3 fiithrende Hauptminoren

a1 ajp A4 a3
Ay =lan| A= Az =|ay axpn axp
az1 az
az1 asz 4as3
Beispiel 5.10. Gegeben sei die Matrix

1 2 3

3 3 4

343

Berechnen sie alle fithrenden Hauptminoren.

Hauptminoren und fithrende Hauptminoren werden verwendet um die Definitheit einer Matrix
zu Uberpriifen

Definition 5.13 (Definitheit einer symmetrischen (n x n) Matrix). Eine symmetrische n x n-Matrix
Aist

1. positiv definit, wenn und nur wenn alle fiihrenden Hauptminoren positiv sind, A; > 0 fiiri = 1..n

2. negativ definit, wenn und nur wenn alle fithrenden Hauptminoren ungerader Ordnung negativ und
alle fiihrenden Hauptminoren gerader Ordnung positiv sind, (—1)'A; > 0 fiiri = 1...n

3. In allen anderen Fiillen ist die Matrix positiv semidefinit, negativ semidefinit oder indefinit

Notiz 5.7. Es muss hier noch einmal betont werden, dass diese Resultate nur fiir symmetrische Matrizen
Giiltigkeit besitzen.

Beispiel 5.11. Gegeben sei die Matrizen

2 -1 0 -3 2 0 1 23
A=1|-1 2 -1 B=|2 -30 C=12 3 4
0o -1 2 0 0 5 3 4 3
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Bestimmen sie, ob die die Matrizen positiv definit, negativ definit oder weder noch sind.

Die folgenden Theoreme liefern notwendige und hinreichende Bedingungen fiir lokale Extrema.

Theorem 5.3 (Notwendige Bedingungen zweiter Ordnung). Gegeben sei eine 2-fach differenzierbare
Funktion f(x,y) und ein innerer Punkt (xo, o)

1. Wenn die Funktion an der Stelle (xo, yo) ein Maximum hat, dann ist H(xo, yo) negative semidefinit
2. Wenn die Funktion an der Stelle (xo, yo) ein Minimum hat, dann ist H(xo, yo) positiv semidefinit

Notiz 5.8. Ahnlich wie bei den Bedingungen erster Ordnung muss an dieser Stelle darauf hingewiesen
werden, dass auch Theorem 5.3 nur notwendige Bedingungen liefert. Es besagt zum Beispiel nicht, dass
ein Minimum vorliegt, wenn die Hesse-Matrix positiv semidefinit ist.

Theorem 5.4 (Hinreichende Bedingungen zweiter Ordnung). Gegeben sei eine 2-fach differenzierbare
Funktion f(x,y) und ein innerer Punkt (xo,yo). Wenn (xo, yo) ein stationirer Punkt ist und die
1. Hesse-Matrix H(xo, yo) positiv definit ist, dann ist (xo, yo) ein striktes lokales Minimum.

2. Hesse-Matrix H(xo,yo) negativ definit ist, dann ist (xo, yo) ein striktes lokales Maximum.

Notiz 5.9. Dieses Theorem liefert eine hinreichende Bedingung. Wenn wir einen stationiren Punkt haben,
an dem die Hesse-Matrix positiv oder negativ definit ist, liegt ein striktes Extremum vor. Der umgekehrte
Fall muss nicht immer gelten, d.h. es kann ein Extremum vorliegen obwohl potenziell beide Bedingungen
(stationdrer Punkt/Definitheit) nicht zutreffen.

Beispiel 5.12. In Beispiel 5.4 hatten wir die stationiren Stellen der folgenden Funktionen berechnet

1. f(x,y) = x* + y? mit stationiirem Punkt (0,0)

2. f(x,y) = —2x% — 2xy — 2y? + 36x + 42y — 158 mit den stationiirem Punkte (5,8)

Bestimmen sie nun mittels der Hesse-Matrizen, ob sie mit Sicherheit sagen konnen, dass die stationiren
Stellen lokale Maxima oder Minima sind.
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Wir sehen, dass die obigen Bedingungen zweiter Ordnung uns ein wenig weiterhelfen lokale Ex-
trema zu identifizieren, jedoch keine Hilfe sind Extrema zu identifizieren, an denen die Hesse-
Matrix semidefinit ist. Da zusétzlich auch die hinreichenden Bedingungen nicht in der Lage sind
globale Extrema zu identifizieren, sind die Bedingungen zweiter Ordnung nur von limitiertem Nut-
zen.

Wir geben nun eine Abfolge von Schritten, mit denen man die globalen Extrema einer stetigen
Funktion einer Variablen findet, die einen abgeschlossenem, beschranktem Definitionsbereich be-
sitzt.

Definition 5.14. Gegeben sei eine Funktion f(x), die auf dem Intervall [a, b] stetig ist. Zum Auffinden der
globalen Extrema werden folgende Schritte benutzt:

1. Finden sie alle kritischen Punkte der Funktion f(x) im Intervall [a, b]
2. Evaluieren sie die Funktion an allen kritischen Punkten und an den Randpunkten
3. Identifizieren sie das globale Maximum und das globale Minimum

Beispiel 5.13. Finden sie die Extrema der folgenden Funktionen

1. f(x) =263 4+ 3x2 — 12x + 4 auf [—4,2)] 2. x5 —2x auf [-1,1]
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Wir wenden uns nun Spezialfillen zu, in denen es moglich ist globale Extrema einfacher zu iden-
tifizieren. Dazu miissen wir der Funktion f(x,y) aber noch mehr Struktur geben.

5.2.4 Konkavitit/Konvexitit und Optimierung

Wir beginnen diesen Abschnitt mit der Definition einer konvexen Menge.

Konvexe Mengen

Definition 5.15. Eine Menge M heifit konvex, wenn fiir alle x,y € M und fiiralle A € Rmit0 <A <1
stets gilt
Ax+(1-A)yeM

In Worten ausgedriickt ist eine Menge konvex, wenn eine Linie zwischen zwei Punkten dieser
Menge komplett in der Menge liegt. Die Abbildungen verdeutlichen dies.

Abbildung 26: Konvexe und nicht-konvexe Mengen

\N

konvex nicht konvex

X\y

Konkave und Konvexe Funktionen

Definition 5.16 (Konkave und Konvexe Funktionen). Eine Funktion f(x), die auf einer konvexen Men-
ge M definiert ist, heift

1. konvex, wenn fiir alle x,y € Mundt € Rmit 0 <t <1 gilt

flx+ (A =Hy] <tf(x)+ (1 -)f(y)
2. konkav, wenn fiir alle x,y € Mundt € Rmit0 <t <1 gilt

flix+ (1 =t)y] 2 tf(x) + (1 =) f(y)
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3. streng konvex, wenn fiir allex,y € M (x #y)undt € Rmit 0 < t <1 gilt
flx+ (1 =Dyl <tf() + (1= 1)f(y)
4. streng konkav, wenn fiir allex,y € M (x #y)und t € Rmit 0 <t <1 gilt

flix+ (1 =t)y] > tf(x) + (1 =) f(y)

Wir illustrieren diese Definition mit einem Beispiel einer reellen Funktion einer Variablen. Hier
besagt die Definition, dass eine Funktion

1. konvex ist, wenn die Verbindungslinie zwischen zwei Funktionswerten komplett auf oder
oberhalb des Graphen der Funktion liegt
2. konkav ist, wenn die Verbindungslinie zwischen zwei Funktionswerten komplett auf oder
unterhalb des Graphen der Funktion liegt
Die Konkavitdt oder Konvexitit einer Funktion kann somit durch deren Epi- und Hypograph de-
finiert werden.

Definition 5.17. Es sei f(x) eine reelle Funktion, die auf einer konvexen Menge M definiert ist.

1. Der Epigraph der Funktion ist die Menge aller Punkte, die auf oder iiber dem Graph liegen. Die
Funktion ist konvex, wenn der Epigraph eine konvexe Menge ist.

2. Der Hypograph der Funktion ist die Menge aller Punkte, die auf oder unter dem Graph liegen. Die
Funktion ist konkav, wenn der Hypograph eine konvexe Menge ist.

Die folgenden Abbildungen zeigen Beispiele im 2- und 3-dimensionalen Raum.
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0

Abbildung 27: Konkave Funktion

0 X3

Abbildung 29: Nicht konkav/konvex
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Abbildung 28: Konvexe Funktion

0 X, X

Abbildung 30: Nicht konkav/konvex



Abbildung 31: Links: Konkave Funktion in 3D Rechts: Konvexe Funktion in 3D
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Wenn eine reelle Funktion einer Variablen differenzierbar ist, konnen wir Konkavitat/Konvexitat
wie folgt bestimmen.

Definition 5.18. Gegeben sei f(x), eine reelle, 2-fach differenzierbare Funktion einer Variablen definiert
auf einer konvexen Menge M.

1. f(x) ist konkav auf M, wenn und nur wenn f"(x) < 0 fiir alle inneren Punkte von M.
2. Wenn f"(x) < 0 fiir alle inneren Punkte von M, dann ist f(x) streng konkav auf M.
3. f(x) ist konvex auf M, wenn und nur wenn f"(x) > 0 fiir alle inneren Punkte von M.
4. Wenn f"(x) > 0 fiir alle inneren Punkte von M, dann ist f(x) streng konvex auf M.

Beispiel 5.14. Bestimmen sie, ob die folgenden Funktionen konvex, konkav, beides (oder weder noch) sind.
1. f(x) =a+bx 3. f(x)=x°
2. f(x) = 22 4 flx) = VR
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Wenn eine reelle Funktion mehrerer Variablen zweifach differenzierbar ist, konnen wir Konka-
vitdt/Konvexitdt wie folgt bestimmen.

Definition 5.19 (Konkave/Konvexe 2-fach differenzierbare Funktionen). Gegeben sei eine 2-fach dif-
ferenzierbare Funktion f(x) mit stetigen partiellen Ableitungen zweiter Ordnung definiert auf einer konve-
xen Menge M. Die Hesse-Matrix der Funktion am Punkt x wird geschrieben als H(x). Dann gilt:

1. f(x) ist konkav, wenn und nur wenn H(x) negativ semidefinit ist fiir alle x € M.
2. Wenn H(x) fiir alle x € M negativ definit ist, ist f(x) streng konkav.
3. f(x) ist konvex, wenn und nur wenn H(x) positiv semidefinit ist fiir alle x € M.
4. Wenn H(x) fiir alle x € M positiv definit ist, ist f(x) streng konvex.

Notiz 5.10. Es ist nicht zwingend wahr das H(x) negativ definit ist, wenn f(x) streng konkav ist.

Zum Abschluss unserer Diskussion tiber Konkavitdt und Konvexitdt prasentieren wir noch zwei
Resultate:

Theorem 5.5. :

1. Wenn f konkav (konvex) ist, ist — f konvex (konkav)
2. Wenn f und g konkav (konvex) sind, ist auch die Summe af 4 bg mit a,b > 0 konkav (konvex)

Beispiel 5.15. Bestimmen sie, ob die folgenden Funktionen konvex, konkav (oder weder noch) sind.

1. f(x) = —x? 2. f(x) =10x? —5y/x

Wir kommen nun zum Hauptteil dieses Abschnitts. Hier sehen wir, dass die Identifikation von glo-
balen Extrema sich sehr einfach gestaltet, wenn wir annehmen, dass die zu optimierende Funktion
konkav (oder konvex) ist.

Theorem 5.6. Es sei f(x) eine reelle Funktion, die auf einer konvexen Menge M definiert ist.

1. Wenn f(x) konkav ist und mindestens ein Maximum besitzt, ist jedes lokale Maximum ein globales
Maximum.

2. Wenn f(x) streng konkav ist existiert entweder ein oder kein Maximum.

Nattirlich gelten die obigen Theoreme auch wenn die Funktion konvex ist. Dann geht es um Mini-
ma.

Beispiel 5.16. Bestimmen sie die Extrema (wenn existent) der folgenden Funktionen.
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1 f(x) = V& 2 f(x) = V/x— 22

Theorem 5.7. Es sei f(x) eine reelle Funktion, die auf einer konvexen Menge M definiert ist und x* ein
innerer Punkt der Menge M. Wenn f(x) konkav (konvex) und auf M differenzierbar ist, dann und nur
dann ist x* ein globales Maximum (Minimum) wenn

Vf(x*)=0

‘dann und nur dann” bedeutet hier, dass Theorem 5.7 eine notwendige UND hinreichende Bedin-
gung darstellt, die uns das Auffinden von Extrema extrem erleichtert. Wir brauchen uns in die-
sem Fall keine Gedanken um Wende- oder Sattelpunkte zu machen. Wir miissen gegebenenfalls
natiirlich auch noch Randpunkte bewerten (dann gibt es keine stationédren Stellen)

Beispiel 5.17. Finden sie die Extrema der folgenden Funktionen:

1. f(x) = 6x —3x%auf[—1,2] 2. f(x) =16y/x — 3x% auf [0, 6]
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5.3 Multivariate Optimierung unter Nebenbedingungen

In den Wirtschaftswissenschaften miissen bei Optimierungsproblemen oft auch noch Nebenbedin-
gungen erfiillt sein. Allgemein schreiben wir

max f(x) unter den Nebenbedingngen g¢;(x) = (<)cfiri=1.k

Ein Beispiel ist die Nutzenmaximierung. Da ein Individuum (auch nicht Bill Gates) nicht unbe-
grenzt konsumieren kann, ist hier die Nebenbedingung, dass die gesamten Konsumausgaben ent-
weder kleiner oder gleich dem Einkommen des Individuums sind. Formal

maxu(x) unter der Nebenbedingung px = p1x1 + p2x2 + ... + pux, (< oder =)I1

X

Hier sind p; die Preise der Giiter, x; die Giitermengen, I das Einkommen und u(x) eine Funktion,
die den Gesamtnutzen der konsumierten Giiter als Funktionswert hat (Nutzenfunktion).

Die Nebenbedingungen konnen entweder Gleichungsnebenbedingungen (g;(x) = ¢) oder Unglei-
chungsnebenbediungungen (g;(x) < c) sein. Wir behandeln in dieser Vorlesung nur den ersten
Fall. Im Falle von Gleichheitsnebenbedingungen werden zwei Methoden behandelt:

1. Substitutionsmethode

2. Methode der Lagrange-Multiplikatoren

5.3.1 Substitutionsmethode

Bei der Substitutionsmethode ist es moglich die Gleichungsnebenbedingungen direkt in die zu
optimierende Zielfunktion einzusetzen und somit ein Optimierungsproblem ohne Nebenbedin-
gungen zu erzeugen. Dies wird am besten durch ein Beispiel dargestellt.

Beispiel 5.18. Ein Individuum konsumiert 2 Giiter, deren Mengen mit x und y dargestellt werden. Gegeben
sei die Nutzenfunktion

u(x,y) = xy
. Das Individuum hat ein Einkommen in Hohe von I und die Preise der Giiter sind py = 2 und p, = 4.
Wir nehmen an, dass mehr Konsum immer den Gesamtnutzen erhoht. Somit gilt die Nebenbedingung

pxx+pyy =1

Die Nebenbedingung kann nach y aufgelost werden

Py Py

Wir konnen nun in der Zielfunktion fiir y substituieren
u(x) =x <I — pxx) = ix— Px 2
Py Py Py Py

Wir maximieren die (konkave) Funktion in dem wir die erste Ableitung gleich Null setzen und nach x und
y (iiber die Gleichung der Nebenbedingung) auflosen’

3Wir miissen hier keine Bedingungen zweiter Ordnung priifen. Warum?
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”/(X>:i—2&X=0 = x* =
Py Py 2px

und y* = 2]Iay

Beispiel 5.19. Beispiel: Maximieren sie h(x,y) = 3y — 8x> unter der Nebenbedingung y — 6x = 4.

Mit der Substitutionsmethode ldsst sich gut arbeiten, wenn die Zielfunktion und die Nebenbedin-
gungen relativ einfache Funktionen sind. Wenn dies nicht der Fall ist und /oder mehrere Nebenbe-
dingungen zu beachten sind, ist die Methode der Lagrange Multiplikatoren vorzuziehen, die jetzt
behandelt wird. Bevor wir uns dieser Methode widmen, machen wir noch einen kurzen Ausflug
ins Land der nicht-linearen Gleichungssysteme.

5.4 Exkurs: Nicht-Lineare Gleichungssysteme

In der spéater behandelten, in den Wirtschaftswissenschaften ungemein wichtigen Methode der
LaGrange-Multiplikatoren taucht das folgende Problem auf

filx,y,A) = 0
f(xy,A) = 0
fs(xy) = 0

Hierbei représentieren fi, f,, f3 beliebige Gleichungen. Es geht also darum, ein Gleichungssystem
mit 3 Gleichungen und 3 Variablen zu l6sen. Wir behandeln hier nur den Spezialfall, in dem die
dritte Gleichung nur die ersten zwei Variablen enthilt, da wir bei der Lagrange-Methode mit sol-
chen Systemen konfrontiert werden.

Ein Gleichungssystem losen? Was heifst das iiberhaupt und wie kann man hier vorgehen? Eine
Losung besteht aus einem 3-Tupel (x*, y*,z*), die ALLE drei Gleichungen simultan erfillt!

Was sind LINEARE Gleichungen? In linearen Gleichungen kommen die Variablen, deren Werte
gesucht werden, nur in der ersten Potenz vor und sind nicht mit den anderen Variablen multipli-
kativ verkniipft. Beispiele:

10 -5x =9 5x =10 5x+3y =0 dx +6y—7z=38

Wir werden uns spéter mit dem Losen von Gleichungssystemen beschiftigen, die nur lineare Glei-
chungen beinhalten.
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Was sind NICHT-LINEARE Gleichungen? Antwort: Alle Gleichungen aufler linearen Gleichun-
gen! Hier geht alles! Beispiele:

2 _ geY
ax+by/x=4 ax+.,y=2 x*—e*+5=0 x5
lnz—y3

Im einfithrenden Beispiel haben wir bewusst die abstrakte Bezeichnung f(x,y,z) = 0 fiir eine
Gleichung des Gleichungssystems benutzt, um darauf hinzuweisen, dass es sich hier um nicht-
lineare Gleichungen handeln kann.

Definition 5.20. Ein Nicht-Lineares Gleichungssystem ist ein Gleichungssystem, das mindestens eine
nicht-lineare Gleichung enthiilt.

Die schlechte Nachricht: Nicht jedes Gleichungssystem hat eine Losung und bei nicht-linearen
Gleichungssystemen gibt es nicht einmal eine allgemeine Methode, mit der man garantiert her-
ausfinden kann, ob eine Losung existiert.

Die gute Nachricht: Die von uns behandelten nicht-linearen Gleichungssysteme haben eine Losung.
Unsere Losungsmoglichkeiten

e Die Variable A aus den ersten zwei Gleichungen eliminieren, nach x (oder y) auflésen und in
die dritte Gleichung einsetzen.

e Rumprobieren: Einen Wert einer Variablen finden, der eine der Gleichungen erfiillt und dann
tiberpriifen, ob dieser Wert mit den anderen Gleichungen kompatibel ist.

Notiz:

e Keine der Moglichkeiten funktioniert garantiert.

e Besonders bei der ersten Methode ist besonders darauf zu achten, dass nicht durch NULL
geteilt wird!

Es gilt hier besonders zu verstehen, dass eine Losung ALLE drei Gleichungen erfiillen muss! Wenn
ein Wert fiir zum Beispiel x eine Gleichung erfiillt, dann muss immer noch kontrolliert werden, ob
dieser Wert auch mit den restlichen Gleichungen kompatibel ist.

Die folgenden drei Beispiele sollen uns helfen, ein Gefiihl fiir das Losen zu entwickeln. Der erste
Weg ist relativ standardisiert und in vielen wirtschaftswissenschaftlichen Problemen einsetzbar.
Es gilt aber immer die Devise: Nicht durch NULL teilen!

Beispiel 5.20. Losen Sie das nicht-lineare Gleichungssystem. Kann es sein, dass x = 0 oder y = 0 oder
A=0?

5—2Ax = 0 (1)
—3-2Ay = 0 )
Py = 136 (3)

o Wenn x = 0in (1), dann steht dort 5 = 0. Geht nicht.
o Wenny = 0in (2) dann muss gelten —3 = 0. Geht nicht.

o Aus den gleichen Griinden scheidet A = 0 als Losung aus.
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Wir schlussfolgern, dass weder x = 0 noch y = 0 noch A = 0 Teil einer Losung sein konnen.

Wir schreiben die ersten zwei Gleichungen um und teilen (1) durch (2)

5=2\x —3=2\y = 5 _2Mx _«x
— 20y y

Wir losen auf zu x = —3y, setzen in (3) ein und erhalten

5 2
<—§O +y* =136

Dies liefert die Losungen y = +6. Daraus folgt x = +6 und A = +]

Die Losungen dieses Systems sind also

* ok k) _ 1 _ —_1
(x,y,/\)—<10, 6,4> und <10,6,)L— 4>

Beispiel 5.21. Losen Sie das nicht-lineare Gleichungssystem. Kann es sein, dass x = 0 oder y = 0 oder
A=0?

y—21 = 0 D
x—50 = 0 )
2x+5y = 100 )

o Wenn x = 0in (2), dann muss gelten A = 0. Dann gilt auch y = 0 in (1) und die dritte Gleichung
kann nicht erfiillt werden.

o Wenn y = 0, dann muss gelten A = 0. Dann gilt auch x = 0 und die dritte Gleichung kann nicht
erfiillt werden.

o Wenn A = 0, dann muss gelten x = y = 0 und die dritte Gleichung kann nicht erfiillt werden.
o Wir schlussfolgern, dass weder x = 0 noch y = 0 noch A = 0 Teil einer Losung sein konnen.
o Wir schreiben die ersten zwei Gleichungen um und teilen (1) durch (2)

_ _ y_2+_2
y=2A x=5A = ol Wl

o Wir losen auf zu y = %x, setzen in (3) ein und erhalten

2x +5 <§x> =4x =100

o Dies liefert die Losungen x = 25. Daraus folgt y = 10 und A =5

o Die Losung dieses Systems ist also

(x*,y*, A*) = (25,10,5)

Unser drittes Beispiel zeigt, dass man manchmal einfach ausprobieren muss, um zur Losung zu
gelangen.
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Beispiel 5.22. Liosen Sie das nicht-lineare Gleichungssystem. Kann es sein, dass x = 0 oder y = 0 oder
A =07

2x —2xA = 0 (1)
8y —2yA = 0 )
1-x*—y> = 0 3)

o Nun lost x = 0 die erste Gleichung und wir miissen schauen, ob dies auch mit den anderen Gleichun-
gen kompatibel ist.

o In (3)fithrt x = 0 zu y = £1 und somit in (2) zu A = 4

o y = 0 [0st die zweite Gleichung und wir miissen schauen, ob dies auch mit den anderen Gleichungen
kompatibel ist.

o In (3)fithrt y = 0 zu x = £1 und somit in (1) zu A =1

o Was ist mit x # 07 Dann gilt laut (1) A = 1. Laut (2) ist dann y = 0 und die dritte Gleichung wird
nur von x = %1 erfiillt. Diese Losung haben wir schon gefunden.

e Was ist mit y # 0?7 Dann gilt laut (2) A = 4. Laut (1) ist dann x = 0 und die dritte Gleichung wird
nur von y = £1 erfiillt. Diese Losung haben wir schon gefunden.

o Die Losungen des Systems sind

(x*,y*,A*) = (0,1,4) (0,—1,4) (1,0,1) (=1,0,1)

Weiter geht es mit unserem eigentlichen Thema.

5.4.1 Optimierung unter Gleichheitsnebenbedingungen: Methode der LaGrange Multiplika-
toren

Der Mathematiker LaGrange hat die folgende Methode zur Losung von Optimierungsproblemen
mit Gleichheitsnebenbedingungen entwickelt. Wir beginnen einer Beschreibung der Methode und
lassen dann ein Beispiel folgen.

Gegeben sei das (2-dimensionale) Optimierungsproblem

rr;ayxf(x,y) u.dN. g(x,y) =c¢ 4)

(u.d.N. = unter den Nebenbedingungen) Die Methode der LaGrange Multiplikatoren durchlauft
die folgenden Schritte (egal ob Minimierung oder Maximierung)

1. Bildung der LaGrange Funktion

L(x,y,A) = f(xy) +Ale = g(xy)) ®)

Diese Gleichung ist der zentrale Punkt des Ansatzes.

Sie fiihrt die LaGrange-Multiplikatoren (A) ein, deren Existenz an Extrema der Zielfunktion
im Theorem von LaGrange bewiesen werden. Das Theorem liefert die notwendigen Bedin-
gungen fiir ein Extremum, die im ndchsten Punkt beschrieben werden.
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2. Bildung der ersten partiellen Ableitungen der LaGrange-Funktion nach x, y und A. Nullset-
zen liefert uns die drei Bedingungen erster Ordnung und resultiert in drei Gleichungen in
drei Unbekannten (x,y, A)

oL
i fxr(x,y) —Agx(x,y) =0 (6)
oL
BN = fy(x,y) —Agy(x,y) =0 ()
d
% = c—gxy)=0 ®)

3. Auflosen der Gleichungen nach den Unbekannten x*, y* und A*, die die Zielfunktion ma-
ximieren. Normalerweise werden hier die ersten zwei Gleichungen kombiniert (oft durch
Division) und nach x oder y aufgelost. Dann wird die Nebenbedingung benutzt im die Wer-
te fiir x und y zu finden. Wir werden dieses Vorgehen weiter unten noch intuitiv/graphisch
beleuchten. Zunéchst ein Beispiel

Beispiel 5.23. Gegeben sei das Maximierungsproblem mit Nebenbedingung
u(x,y) =xy

udN. pyx+pyy =1
die LaGrange-Funktion des Problems ist

L = xy + Al — pxx — pyy)

Wir bilden die partiellen Ableitungen nach x,y, A

oL
5 = Yo Ap=0 ©)
JLL
Em = x—Apy, =0 (10)
JLL
i I—pyx—pyy =0 (11)

Wir bringen die Terme mit A auf die rechte Seite, teilen Gleichung 9 durch Gleichung 10 und ldsen auf nach
Yy

R RIW
S
R

(12)

<
I
=

SchliefSlich setzen wir das Ergebnis in die Nebenbedingung ein und losen fiir die Werte von x und y, die die
Zielfunktion unter der Nebenbedingung maximieren.

I—pxx—py&xzo
Py
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'
2px

I I

*

2py  2papy

- X

Dies ist natiirlich die selbe Losung wie bei der Benutzung der Substitutionsmethode, aber wir haben eine
zusitzliche Grofle A berechnet. Im Folgenden werden wir besprechen

1. Die Charakterisierung des Optimalen Punktes (x*,y*, A*)

2. Die Interpretation des LaGrange Multiplikators A

Doch zuniichst ein weiteres Beispiel.

Beispiel 5.24. Maximieren sie f(x,y) = 3y — 8x* unter der Nebenbedingung y — 6x = 4 mit Hilfe der
LaGrange Methode.

Charakterisierung des Optimums Gegeben sei das allgemeine Optimierungsproblem in Glei-
chung 4 mit der dazugehorigen LaGrange-Funktion (Gleichung 5). Der Quotient der ersten beiden
Bedingungen erster Ordnung (Gleichungen 6 und 7) ist gleich

fX(xly) . gx(x,y)
fxy)  gy(xy) (13)

Laut der Ergebnisse im Abschnitt tiber das implizite Differenzieren gilt

_ fx(xy) = Steigung einer Hohenlinie von f(x,y) im Punkt (x,y)
fy (x,y)
_8:(xy) = Steigung der Hohenlinie g(x, y) = ¢ im Punkt (x,y)
gy(x,y)

Ein Optimum liegt also an einem Punkt, an dem die Steigung einer Hohenlinie der Zielfunktion
und die Steigung der Nebenbedingung gleich sind. Diese Bedingung kann man graphisch darstel-
len. Abbildung 32 zeigt zunédchst zwei Punkte, an denen die Bedingung von Gleichung 13 nicht
erfiillt sind. Wie wir sehen gibt es Punkte wie (x7,y2), die

1. die Nebenbedingung erfiillen (auf ¢(x,y) = c liegen ) und

2. auf hoheren Hohenlinien liegen

Die Punkte (xo, yo) und (x1, 1) kénnen somit nicht optimal sein.
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Abbildung 32: Kein Maximum an (xo, yo) und (x1, 1)

(x1,y1)
f(x,y)=10

(XOIVO) /
glx,y)=c

Abbildung 33 zeigt den optimalen Punkt, an dem die Steigung einer Hohenlinie der Zielfunktion
gleich der Steigung der Nebenbedingung ist. Am Maximum (x*, y*) ist ersichtlich, dass

1. es nicht moglich ist eine Hohenlinie mit einem grofieren Funktionswert zu erreichen.

2. jede Verdnderung, die auf der Hohenlinie ¢(x,y) = c bleibt, notwendigerweise zu einem
niedrigerem Funktionswert der Zielfunktion fiihrt

Abbildung 33: Maximum an (x*,y*)
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Beispiel 5.25. Losen sie das folgende Optimierungsproblem mittels der LaGrange-Methode

flry) =" +4y°
wdN. ¥*+y*=1

Wir werden nun noch eine Optimierung durchfithren mit einer Funktion, die oft in den Wirt-
schaftswissenschaften benutzt wird und bei der die graphische Darstellung relativ einfach ist.

Beispiel 5.26. Maximieren sie die Nutzenfunktion u(x,y) = x2yz unter der Nebenbedingung I =
pxX + pyY.

Wir werden nun die im Beispiel 5.26 gefundene Losung graphisch darstellen. Dabei beleuchten
wir wie die drei Bedingungen erster Ordnung zusammenspielen um die Losung des Problems zu
finden. Die Optimalitdtsbedingung, dass am optimalen Punkt die Steigung einer Hohenlinie gleich
der Steigung der Nebenbedingung sein muss ist in diesem Fall

y_Px
* o Py
Wir kénnen diese Gleichung umformen zu
Px
=—x
/ Py

Dies ist eine lineare Funktion * und kann wie folgt interpretiert werden. Die Funktion ist die Men-

“Die Linearitit dieser Beziehung ist ein Spezialfall und nicht allgemein giiltig.
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ge aller Punkte, die die ersten zwei Bedingungen erster Ordnung erfiillen. An jedem dieser Punkte
gleicht die Steigung einer Hohenlinie der Steigung der Nebenbedingung. Abbildung 34 verdeut-
licht dies.

Abbildung 34

Doch welcher Punkt ist nun optimal? Um den optimalen Punkt zu finden miissen wir die dritte
Bedingung erster Ordnung, die Nebenbedingung, zu Rate ziehen, die in unserem Fall auch eine

lineare Funktion ist.

Py Py

Abbildung 35 zeigt die Nebenbedingung fiir einen speziellen Wert von I. Wir sehen, dass nun alle
drei Bedingungen erster Ordnung zusammen den optimalen Punkt bestimmen. Zusétzlich zeigen
die beiden Abbildungen auch die Hohenlinien der Funktion.

Abbildung 35

|
gixy)=c = y="2>-—2
Py

T |

y.

Abschliefiend soll noch darauf hingewiesen werden, dass die Methode nach LaGrange in Falle
einer Nebenbedingung nur dann mit Sicherheit funktioniert, wenn der die gesuchten Extrema
existieren und der Gradientvektor der Nebenbedingung am Punkt (x*, y*) ungleich dem 0-Vektor
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i) # b

Wir werden diesen Fall aber nicht weiter verfolgen.
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